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Poziom podstawowy

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym sktadal si¢ z 25 zadan zamknigtych
wyboru wielokrotnego oraz 9 zadan otwartych, w tym 6 zadan kroétkiej odpowiedzi i 3 zadan
rozszerzonej odpowiedzi. Zadania sprawdzaly wiadomosci oraz umiejgtnosci opisane w pigciu
obszarach wymagah ogélnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie
informacji (pig¢ zadah zamknigtych), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji
(czternascie zadan zamknigtych 1 jedno zadanie otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie
matematyczne (pi¢¢ zadan zamknietych, trzy zadania otwarte krotkiej odpowiedzi), uzycie
i tworzenie strategii (jedno zadanie zamkni¢te, trzy zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz
rozumowanie i argumentacja (dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwiazanie
wszystkich zadah zdajacy mégt otrzymacé 50 punktow.

2. Dane dotyczace populacji zdajacych

Tabela 1. Zdajacy rozwiazujacy zadania w arkuszu standardowym?*

Liczba zdajacych 13 662
z licedw ogdlnoksztatcacych 8 228
z technikdw 5434
ze szkét na wsi 673
ze szk6t w miastach do 20 tys. mieszkancow 3427
ze szk6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 2578

Zdajqc':y rozZWiqzWjacy | ;e o7k6t w miastach powyzej 100 tys. mieszkancoéw 6984

zadania w arkuszu

standardowym ze szkot publicznych 12 582
ze szkot niepublicznych 1 080
kobiety 7429
mezezyzni 6233
bez dysleksji rozwojowej 12 400
z dysleksja rozwojowa 1262

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.

Z egzaminu zwolniono 4 ucznidéw — laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne;j.

Tabela 2. Zdajacy rozwigzujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespolem Aspergera 21
rozwigzujacy zadania | stabowidzacy 27
w arkuszach w wersji | niewidomi 3
dostosowanej stabostyszacy 23
niestyszacy 22
Ogotem 96
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3. Przebieg egzaminu

Tabela 3. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 5 maja 2016 r.
Czas trwania egzaminu 170 minut
Liczba szkét 303
Liczba zespoléw egzaminatoréw 13
Liczba egzaminatoréw 313
Liczba obserwatoréw' (§ 8ust. 1) 8
Liczba ,
uniewazhien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 0
z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zakldcenia przez zdajacego prawidtowego
pkt 3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0

przez zdajacego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisow

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigcie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wgladow” (art. 447zz7) 83

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegétowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie o§wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2016, poz. 1943, ze zm.).



4. Podstawowe dane statystyczne

Matematyka 5

Wiyniki zdajacych
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Wykres 1. Rozktad wynikéw zdajacych
Tabela 4. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*
Zdai Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia ?dfihylgnie Odsetek
ajacy zdajacych (%) (%) (%) (%) (%) | St@n (,,a/:) OWe | Sukcesgw
ogétem 13 662 2 100 52 50 54 24 83
w tym:
2 liceow 8 228 2 100 58 100 | 59 25 87
og6lnoksztatcacych
z technikow 5434 2 100 44 30 46 21 77
bez dysleksji 12 400 2 100 52 50 54 25 82
rozwojowej
z dysleksja 1262 6 100 53 54 55 23 86
rOZWOjOWw3a

* Parametry statystyczne podane zostaty dla grup liczacych 100 lub wigcej zdajacych.

** Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktorzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 5. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . . . . wykonania
w Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegétowe zadania
arkuszu (%)
L. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajqcy obhgza potegi ’
1. {interpretowanie reprezentacii. | © wyktadnikach wymiernych i stosuje prawa dziatan na 73
P p I potegach o wyktadnikach wymiernych (1.4).
L. Wykorzystanie 1.. Llczby rzec.zyW1st.e. ZQajqcy poslugu]e .
2. .. . .. | sic w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia 41
i interpretowanie reprezentacji. | . . S oo
i stosuje prawa dziatan na pierwiastkach (1.3).
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje definicje
3 II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm 7
’ i interpretowanie reprezentacji. | iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi
o wyktadniku naturalnym (1.6).
4 III. Modelowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykonuje obliczenia 59
' matematyczne. procentowe, oblicza podatki, zysk z lokat (1.9).
5 II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierowno§ci. Zdajacy rozwigzuje 47
’ i interpretowanie reprezentacji. | rdwnania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
I. Wykorzystanie i tworzenie 3 Roéwnania i nierdwnosci. .Zdaja{cy spfawdze.l, czy dana
6. . . liczba rzeczywista jest rozwiazaniem roéwnania lub 63
informacji. . L
nieréwnosci (3.1).
I. Wykorzystanie i tworzenie 33 Rf)wnarrnta ! MErownosct. ngq acy rozwigzuje
7. . . nier6wnosci pierwszego stopnia z jedng niewiadoma 80
informacji
(3.3).
. Wykorzystanie i tworzenie 3 Roéwnania i nierdwnosci. .Zdaqucy Forzysta z whasnosci
8. informacii iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu 65
I x(x+ D(x=7)=03.7).
4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru warto$¢ funkcji dla
9 II. Wykorzystanie danego argumentu. Postuguje si¢ poznanymi metodami 63
’ i interpretowanie reprezentacji. | rozwigzywania rownan do obliczenia, dla jakiego
argumentu funkcja przyjmuje dang warto$¢ (4.2).
4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wsp6iczynniki
10 1. Wykorzystanie i tworzenie wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci 61
' informacji kanonicznej, w postaci ogélnej i w postaci iloczynowej
(o ile istnieje) (4.10).
11 II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy szkicuje wykresy funkcji 73
’ 1 interpretowanie reprezentacji. | wykladniczych dla réznych podstaw (4.14).
12 III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n 94
" | matematyczne. poczatkowych wyrazéw ciaggu arytmetycznego (5.3).
13 III. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n 73
' matematyczne. poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (5.4).
6. Trygonometria. Zdajacy stosuje proste zaleznosci
miedzy funkcjami trygonometrycznymi:
II. Wykorzystanie sing
14 interpretowanie reprezentacji. | sin’a +cos’a=1,tga = oraz sin(90° — o ) = cos a B
cosa
(6.4).
IV. Uzycie i tworzenie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zaleznos$ci migdzy katem
15. . . . . 86
strategii. srodkowym i katem wpisanym (7.1).
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1. Wykorzystanie i tworzenie

7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje tréjkaty podobne

16. informacji. i wykorzystuje cechy podobienstwa tréjkatow (7.3). 81
7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci funkcji
ML Modelowanie trygonometrycznych w tatwych 0b11czen1acl}'
17. matematvezne geometrycznych, w tym ze wzoru na pole trojkata 67
y ’ ostrokatnego o danych dwoch bokach i kacie miedzy
nimi (7.4).
L. Wykorzystanie 6 Trygonometrla.’ Z.dajqcy. yvykorzystqje d§fmlcje
18. L interpretowanie reprezentacii. | ! Wyznacza warto$ci funkcji sinus, cosinus i tangens 61
P P I | katéw o miarach od 0° do 180° (6.1).
L. Wykorzystanie 8. Geo/metrla na P%a.szczyznle kar,terJanska. Zdajacy
19. {interpretowanie reprezentacii bada réwnoleglo$¢ i prostopadto$é prostych na 67
p p I podstawie ich réwnan kierunkowych (8.2).
20 II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy 63
' i interpretowanie reprezentacji. | oblicza odlegto$§¢ dwdch punktéw (8.6).
G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objetos¢
)1 II. Wykorzystanie graniastostupa prostego (G11.2). 62
" | iinterpretowanie reprezentacji. | 3, RGwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwiazuje
rownania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
. 9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w walcach
22. H Wykorzystaple .. | 1 wstozkach kat migdzy odcinkami oraz kat miedzy 75
1 1nterpretowanie reprezentacji. . .. .
odcinkami i ptaszczyznami (9.3).
II. Wykorzystanie G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni i objgtos¢
23. .. . .. . 87
i interpretowanie reprezentacji. | stozka (G11.2).
1. Wykorzystanie GO. Statystyke'l Opisowa 1 Wprowadzeme df) rachunku
24. L interpretowanie reprezentacii prawdopodobienstwa. Zdajacy wyznacza $rednia 95
P P I arytmetyczng i mediang zestawu danych (G9.4).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
25 III. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza 61
' matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczna definicj¢ prawdopodobienstwa (10.3).
26 II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy rozwigzuje 68
" | i interpretowanie reprezentacji. | nierownosci kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).
27 V. Rozumowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje 34
' 1 argumentacja. podstawowe wiasnosci poteg (1.5).
G10. Figury plaskie. Zdajacy korzysta z faktu, ze styczna
) do okregu jest prostopadta do promienia
g | V- Rozumowanie poprowadzonego do punktu stycznoéci (G10.3). 19
1 argumentacja. . . . .
SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy stosuje
twierdzenie o sumie katoéw trdjkata (SP9.3).
IV. Uzycie i tworzenie 4. FunkCJe..Zdancy wyznacza wzor fancll k.\.Jvadrat(?V\fej
29. e na podstawie pewnych informacji o tej funkcji lub o jej 23
strategii. .
wykresie (4.9).
G10. Figury plaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie
30, | 1L Modelowanie Pitagorasa (G10.7). 58
© | matematyczne. 3. Roéwnania i nierdwnosci. Zdajacy rozwigzuje
réwnania kwadratowe z jedna niewiadoma (3.4).
5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n
31| III. Modelowanie o ey y >y ¢ 66

poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego (5.3).
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matematyczne.
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
o ) | wyznacza réwnanie prostej przechodzacej przez dwa
3y | IV. Uzycie i tworzenie | gane punkty (w postaci kierunkowe;j lub ogélnej) (8.1). 29
strategii.
& Zdajacy oblicza wspotrzedne punktu przecigcia dwoch
prostych (8.4).
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
III. Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy oblicza
33. . . . 60
matematyczne. prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczng definicj¢ prawdopodobiefistwa (10.3).
9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach
i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawgdziami,
krawedziami i przekatnymi. (9.1)
Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
IV. Uzycie i tworzenie | kat miedzy odcinkami i plaszczyznami (mig¢dzy
34. .. I . . 20
strategii. krawedziami i1 Scianami, przekatnymi i $cianami (9.2)
Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach
katy miedzy $cianami (9.4)
Zdajacy stosuje trygonometri¢ do obliczen dlugosci
odcinkéw, miar katéw, pdl powierzchni i objetosei (9.6).
100%
90%

Poziom wykonania (%)
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Obszar wymagan ogélnych

Wykres 2. Poziom wykonania zadan w obszarze wymagan ogdlnych




Matematyka 9
Poziom rozszerzony

1. Opis arkusza

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawieral 4 zadania zamknigte
wyboru wielokrotnego, 11 zadan otwartych, w tym 7 zadan krétkiej i 4 zadania rozszerzonej
odpowiedzi. Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz umiejetnosci opisane w pig¢ciu obszarach wymagan
og6lnych podstawy programowej matematyki: wykorzystanie i tworzenie informacji (jedno zadanie
zamkni¢te), wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (dwa zadania zamknig¢te 1 dwa zadania
otwarte krotkiej odpowiedzi), modelowanie matematyczne (trzy zadania otwarte rozszerzonej
odpowiedzi), uzycie i tworzenie strategii (jedno zadanie zamknigte, trzy zadania otwarte krotkiej
odpowiedzi i jedno zadanie otwarte rozszerzonej odpowiedzi) oraz rozumowanie i argumentacja
(dwa zadania otwarte krotkiej odpowiedzi). Za rozwigzanie wszystkich zadah zdajacy mogt otrzymac
50 punktoéw.

2. Dane dotyczace populacji zdajacych

Tabela 6. Zdajacy rozwigzujacy zadania w arkuszu standardowym?*

Liczba zdajacych 3091

z licedw ogolnoksztatcacych 1 808

z technikow 1283

ze szkot na wsi 95

. o ze szk6t w miastach do 20 tys. mieszkancoéw 596

Zdajacy rozwiazuiacy |6 o7k 6t w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkahcow 561

zadania w arkuszu — - — - — 1339
standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow

ze szkot publicznych 2999

ze szkot niepublicznych 92

kobiety 1098

mezczyzni 1993

* Dane w tabeli dotycza wszystkich tegorocznych absolwentow.
Z egzaminu zwolniono 4 uczniéw — laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne;j.

Tabela 7. Zdajacy rozwigzujacy zadania w arkuszach dostosowanych

Zdajacy z autyzmem, w tym z zespolem Aspergera
rozwigzujacy zadania | stabowidzacy

5

4

w arkuszach w wersji [ piewidomi 0
dostosowanej stabostyszacy 7
niestyszacy 2

Ogétem 18




10 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego

3. Przebieg egzaminu

Tabela 8. Informacje dotyczace przebiegu egzaminu

Termin egzaminu 9 maja 2016 r.
Czas trwania egzaminu 180 minut
Liczba szkét 195
Liczba zespoléw egzaminatoréw 4
Liczba egzaminatoréw 97
Liczba obserwatoréw” (§ 8 ust. 1) 13
Ligzba LV przypadku:
uniewaznien art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego 0
pkt 1 rozwigzywania zadan przez zdajacego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez
pkt 2 zdajacego w sali egzaminacyjnej 0
7 urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaklécenia przez zdajacego prawidlowego
pkt3 przebiegu egzaminu 0

art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1. niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0

przez zdajacego

art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepisdw

ust. 7 dotyczacych przeprowadzenia egzaminu 0
maturalnego
art. 44zzy | niemozno$¢ ustalenia wyniku (np. 0
ust. 10 zaginigcie karty odpowiedzi)
inne 0
Liczba wgladow” (art. 447zz7) 29

! Na podstawie rozporzadzenia Ministra Edukacji Narodowej z dnia 21 grudnia 2016 r. w sprawie szczegétowych warunkéw
i sposobu przeprowadzania egzaminu gimnazjalnego i egzaminu maturalnego (Dz.U. z 2016 r., poz. 2223).

Na podstawie ustawy z dnia 7 wrzes$nia 1991 r. o systemie o§wiaty (tekst jedn. Dz.U. z 2016, poz. 1943, ze zm.).
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4. Podstawowe dane statystyczne

Wiyniki zdajacych

5.5

5.0

4.5

4,0
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Procent zdajacych

2,0

0.5
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Wynik procentowy

Wykres 3. Rozktad wynikéw zdajacych

Tabela 9. Wyniki zdajacych — parametry statystyczne*

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia Sg‘:sg;ls;ﬁee
Jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) point
ogolem 3091 0 100 30 8 35 26
w tym:
z licedw
og6lnoksztatcacych 1 808 0 100 48 70 47 25
z technikdw 1283 0 88 12 4 19 18

* Dane dotycza tegorocznych absolwentow, ktérzy przystapili do wszystkich egzaminéw obowigzkowych.
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Poziom wykonania zadan

Tabela 10. Poziom wykonania zadan

Numer Poziom
zadania . ) . . wykonania
W Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe zadania
arkuszu (%)
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzordw
II. Wykorzystanie skréconego mnozenia na (a +b)” oraz a* — b* (2.1).
L. i interpretmyanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy postuguje si¢ w obliczeniach 61
reprezentacjl. pierwiastkami dowolnego stopnia i stosuje prawa dziatan na
pierwiastkach (1.3).
I. Wykorzystanie 5. Ciagi. Zdajacy oblicza granice ciagdw, korzystajac z granic
2. i tworzenie ciggéw typu 1/n, 1/n” oraz z twierdzen o dziataniach na 80
informacji. granicach ciggéw (R5.2).
3 IV. Uzycie 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zaleznos$ci miedzy katem 30
) i tworzenie strategii. | srodkowym i katem wpisanym (7.1).
1. Wykorzystanie 8. Gfeometna na plaszczxzme kartezj ansk.le].. ngja(cy oblicza
.. . wspotrzedne oraz dlugos$¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory
4. 1 interpretowanie .. ; . . 59
reprezentacji oraz mnozy je przez liczbe. Interpretuje geometrycznie
’ dziatania na wektorach (R8.7).
H Wykorzystaple 3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy stosuje twierdzenie
5. i interpretowanie . . S . . 58
.. o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian x — a (R3.4).
reprezentacji.
II. Wykorzystanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza pochodne funkcji
6. 1 interpretowanie wymiernych oraz korzysta z geometrycznej i fizycznej 42
reprezentacji. interpretacji pochodnej (R11.2, R11.3).
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzoréw
7 V. Rozumowanie skréconego mnozenia na (a +b)” oraz a* — b* (2.1). 23
) i argumentacja. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia
wymierne (R2.6).
7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wtasnosci funkcji
trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycznych,
w tym ze wzoru na pole tréjkata ostrokatnego o danych dwoch
bokach i kacie miedzy nimi. (7.4).
g V. Rozumowanie Zdajacy rozpoznaje figury podobne i jednoktadne 9
) i argumentacja. wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich
wlasnosci. (R7.4).
Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia
cosinusow. (R7.5).
9. Stereometria. Zdajacy okresla, jaka figura jest dany
przekréj graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna. (R9.2).
IV. Usycie 7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje figury podobne
9. ; t\;vorz}énie stratecii i jednoktadne; wykorzystuje (takze w kontekstach 12
gt praktycznych) ich wtasnosci (R7.4).
G10. Figury plaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie Pitagorasa
(G10.7).
IV. Usveie 6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rdwnania i nierdwnosci
10. Nt trygonometryczne oraz postuguje si¢ wykresami funkcji 46

i tworzenie strategii.

trygonometrycznych (R6.6, R6.4).
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10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
. prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje
IV. Uzycie . .. R NS Lo
11. . . .. wzory na liczb¢ permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji 24
i tworzenie strategii. ) e . . S S
z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych (R10.1).
III. Modelowanie 3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a
12. 26
matematyczne. (R3.1).
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
postuguje sie réwnaniem okregu (x — a)* + (y — b)* = r* oraz
opisuje kota za pomocg nieréwnos$ci, wyznacza wspoirzgdne
IV. Uzycie srodka odcinka, wyznacza rdwnanie prostej, ktdra jest
13. . . .. ) . . . 37
i tworzenie strategii. | rdwnolegta lub prostopadta do prostej danej w postaci
kierunkowej i przechodzi przez dany punkt, oblicza
wspotrzedne punktu przecigcia dwdch prostych oraz oblicza
odlegtos¢ dwoch punktéw (R8.5, 8.5, 8.3, 8.4, 8.6).
5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume
n poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego oraz stosuje
III. Modelowanie wz0r na n-ty wyraz i na sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu
14. 58
matematyczne. geometrycznego (5.3, 5.4)
3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajacy rozwiazuje uktady
réwnan, prowadzace do rownan kwadratowych (R3.3).
15 III. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do 29
) matematyczne. rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).
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Obszar wymagan ogélnych

Wykres 4. Poziom wykonania zadan w obszarze wymagan ogdlnych
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Komentarz

1. Analiza jakoSciowa zadan
UMIEJETNOSCI OPANOWANE NAJLEPIEJ

Poziom podstawowy

Wyniki matury z matematyki na poziomie podstawowym pozwalaja zauwazy¢, ze do najlepiej
opanowanych umiejetno$ci naleza te, ktére wymagaja zastosowania nieskomplikowanych wtasno$ci
figur geometrycznych, elementarnych wlasnosci ciagdw czy statystyki opisowej w sytuacjach
typowych.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu (poziom wykonania zadania — 95%) okazato si¢ zadanie 24.,
badajace poziom opanowania umiejetnosci stosowania Sredniej arytmetyczne;.

Aby bezbtednie rozwigza¢ zadanie, nalezalo wyznaczy¢ liczbe x, nalezaca do zestawu danych, dla
ktérej §rednia arytmetyczna catego zestawu liczb jest rowna 11. Wyniki maturzystéw potwierdzaja
coraz lepsze rozumienie pojec statystycznych, stosowanych w sytuacjach typowych.

Rownie dobry wynik osiggneli maturzy$ci w zadaniu 12. (poziom wykonania zadania — 94%),
w ktérym trzeba byto wykorzysta¢ wzor na n-ty wyraz w ciaggu arytmetycznym. By znalez¢ wlasciwa
odpowiedz wystarczyto wyznaczy¢ numer wyrazu ciggu o wartosci 71. Wiekszo$¢ zdajacych nie
miata z tym klopotéw.

Z kolei zadanie 23. sprawdzalo umiejetnos¢ stosowania wiasnosci figur geometrycznych. Do poprawnego
rozwigzania zadania potrzebne bylo obliczenie objetosci stozka, po uprzednim wyznaczeniu promienia
podstawy stozka. Zadanie zostato rozwigzane bezbtednie przez 87% zdajacych.

Kolejnym przyktadem potwierdzajacym teze, ze maturzy$ci dos¢ dobrze radza sobie w sytuacjach
typowych, jest wysoki poziom wykonania zadania 15. (poziom wykonania zadania — 86%). Zadanie
badato poziom opanowania umiejetnosci stosowania zalezno$ci migdzy katem Srodkowym a katem
wpisanym. Warto zaznaczy¢, ze do poprawnego rozwigzania konieczne bylo przeprowadzenie
rozumowania i obliczen, a rozwigzania nie mozna sprowadzi¢ do jednej prostej czynno$ci. Maturzysci
potwierdzili, ze na og6t s3 w stanie poprawnie przeprowadzi¢ kilkuetapowe dzialania, wymagajace
znajomosci wtasnosci katéw w okrggu (w kole).

Analiza rezultatow osiagnietych na poziomie podstawowym prowadzi do wniosku, ze wsréd dobrze
opanowanych umiej¢tnosci znalazly sie zardwno te przydatne przy rozwigzywaniu zagadnien z ciggéw, jak
i wymagajace znajomosci wiasnosci figur geometrycznych. Nalezy podkresli¢, ze praktycznie wszystkie
zadania, ktére byly rozwigzane poprawnie przez 80% 1 wigcej zdajacych, nie byly zadaniami
jednoczynno$ciowymi, sprowadzajacymi si¢ do podstawienia do znanego wzoru lub zastosowania jednej
definicji. We wszystkich oméwionych wyzej przyktadach zagadnienia wystepowaty w szerszym kontekscie,
ado rozwigzania zadan potrzebne bylo wykonanie dodatkowych czynnosci i nie wystarczalo mechaniczne
odtworzenie wyuczonej reguty.
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Poziom rozszerzony

Na poziomie rozszerzonym najtatwiejsze okazaly si¢ zadania, w ktoérych trzeba byto wykazaé sie
umiej¢tno$ciami, przypisanymi w podstawie programowej do zakresu rozszerzonego, ale
wystepujacymi w typowych kontekstach lub odwotujagcymi si¢ do popularnych wzoréw lub
wymagajacymi zastosowania konkretnego twierdzenia.

Najtatwiejsze okazalo si¢ zadanie 2., wymagajace umiejetnosci obliczania granic ciggéw

. o 11 . . . .
z wykorzystaniem granic ciaggdéw typu Pl oraz twierdzen o dzialaniach na granicach ciaggéw —

poziom wykonania zadania 80%.

Podstawa programowa nauczania matematyki wyraznie precyzuje zakres wymagan minimalnych przy
obliczaniu granic ciagéw przez podanie typdw granic i twierdzen o dziataniach na granicach ciagéw.
Wyniki egzaminu na poziomie rozszerzonym S$wiadczg o solidnym opanowaniu przez zdajacych
wyznaczonego zakresu. Sukces odniesiony przy rozwiazaniu zadania z granica ciagu jest kolejnym
dowodem na to, ze uczniowie dobrze odnajduja si¢ w sytuacjach pozwalajacych na stosowanie
nieskomplikowanych algorytmow.

Kolejnym tatwym dla zdajacych zadaniem okazalo si¢ zadanie 3. Wymagato ono stosowania
zalezno$ci migdzy katem $rodkowym a katem wpisanym, ale w sytuacji, wymagajacej dodatkowe;j
analizy dtugosci bokéw i miar katow w trojkacie. Zdajacy rowniez w tym przypadku osiagneli poziom
wykonania — 80%.

UMIEJETNOSCI SPRAWIAJACE TRUDNOSCI

W 2017 roku najwiekszym wyzwaniem dla maturzystow okazaty si¢ zadania, w ktérych nalezato
wykaza¢ prawdziwo$¢ wzoru lub uzasadni¢ wlasnosci figur geometrycznych. Czgsta reakcja na samo
sformutowanie, zawierajagce polecenie ,,wykaz” lub ,,uzasadnij”, jest opuszczenie zadania. Liczna
grupa zdajacych w ogdle nie podjeta proby rozwiazania takich zadan, wymagajacych uzasadnienia
tezy.

W tegorocznym egzaminie maturalnym na poziomie podstawowym najtrudniejsze okazalo si¢
zadanie 28., ktére wymagalo przeprowadzenia dowodu geometrycznego (poziom wykonania zadania —
19%). Aby wykaza¢ zapisang w tresci zadania zalezno$¢ mi¢dzy katami « i f, mozna byto skorzystaé
z twierdzenia o sumie miar katow w trdjkacie i czworokacie albo z twierdzenia o kacie migdzy styczna
a cieciwag, a takze z twierdzenia o odcinkach stycznych. Na Ponizej zamieszczono przykladowe
poprawne rozwigzania zadania, w ktdrych wykorzystano twierdzenia o sumie miar katow
w czworokacie (przyktad 1.1 2.).

Przyktad 1. Przyktad 2.
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Cze$¢ zdajacych przy dowodzie zalezno$ci korzystala z podobiefistwa trojkatdw, co ilustruje

przyktad 3.

Przyktad 3.
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Wielu zdajacych nie podjelo w ogéle proby zmierzenia si¢ z problemem zaproponowanym w tresci
zadania. Duza grupa tych, ktérzy postanowili go rozwigzaé, popetniala biad, polegajacy na
przyjmowaniu, ze trojkat ABC jest rownoramienny. Oto przykltadowe rozwigzanie zawierajace ten
blad.
Przyktad 4.
(ABC| - Mad TEOMEREM  QOKXORAMENMM
co OwpCLE  gE DA EANM & MUB
ml€((. TAtic QM')G
Qo TEL  Leew omucauC A n80° UUQL/
M umg mlaR Hmcmlc« tRTOK u Ted o0
T mh Ooméé 00 PODRONONGY p

\Agarl - e C2000LQTEM 0 eu arueu g an
3, TRONCAM.

e Ly

hee| - laociicoal .



Matematyka 17

Zdarzaly si¢ czesto proby rozwiazania problemu przez analize konkretnych sytuacji, czyli ustaleniu
konkretnych miar katéw. Ilustrujg to przyktady 5.1 6.

Przyktad 5. Przyktad 6.
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Réwniez duza grupa zdajacych rozpoczynata rozwigzanie od zapisania tylko czgsci warunkéw,
potrzebnych do udowodnienia réownosci @ =180° =2/, tak jak w przykladzie 7.

Przyktad 7.
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Kolejnym zadaniem sprawiajacym trudno$ci maturzystom na poziomie podstawowym bylo zadanie
34. (poziom wykonania zadania — 20%).

Trudnoscig w tym zadaniu, ktérg zdajacy musieli pokona¢ juz na samym poczatku rozwigzania, byto
zapisanie réwnania z wykorzystaniem pola powierzchni bocznej ostrostupa. Do pokonania
zasadniczych trudno$ci zadania potrzebne bylo obliczenie wysokosci ostrostupa.

Niektérzy zdajacy popetniali btedy rachunkowe, ktére obnizaly ocen¢ rozwigzania, np. przy
wyznaczaniu wysokos$ci ostrostupa, tak jak w przyktadzie 8.

Przyktad 8.
5 e |2 '
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Zdarzaty si¢ rozwiagzania, w ktérych zdajacy traktowali pole powierzchni bocznej ostrostupa jako pole
jednej $ciany. To uniemozliwialo poprawne rozwigzanie mimo prowadzenia rozumowania do konca
(jak w przypadku zilustrowanym w przyktadzie 9.).

Przyktad 9.
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Matematyka 19

Wielu maturzystow blednie interpretowalo tre$¢ zadania, przyjmujac, ze je$li wysoko$¢ $ciany
bocznej jest prostopadita do krawedzi podstawy, to ta Sciana réwniez jest prostopadia do ptaszczyzny
podstawy. Taka niewtasciwa interpretacje tresci zadania ilustruje przyktad 10.

Przyktad 10.
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W tym przypadku zdajacy osiggnal w rozwigzaniu niewielki post¢p, zapisal poprawnie réwnanie
z niewiadomg a, z ktérego wyznaczyt warto$¢ liczbowa a. W nastepnym etapie rozwigzania btgdnie
przyjat, ze Sciana boczna jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

Zdarzaly si¢ rOwniez rozwiazania, w ktérych zdajacy popelniali btedy zaréwno rachunkowe, jak
irzeczowe (ilustruje to przyktad 11.).

Przyktad 11.

Zdajacy popelnia ' tym razem btad
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rachunkowy przy obliczaniu dlugosci a, a nastepnie juz przy wyznaczaniu dtugosci x popelnia biad

2 1
IZECZOWY, Zapisujac X = g d% zamiast X = 5 d% .

Z przedstawionych przyktadow rozwiazania zadania 34. mozna wnioskowac, ze maturzysci mieli duze
trudnosci z interpretacja tresci zadania. Obok wspomnianego juz btedu merytorycznego, polegajacego
na wnioskowaniu z faktu, ze wysoko§¢ §ciany bocznej jest prostopadta do krawedzi podstawy,
o prostopadtos$ci §ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy, popularna nieprawidlowoscia byto
wyznaczanie dtugos¢ krawedzi podstawy po przyjeciu, ze pole jednej Sciany bocznej stanowi pole
catej powierzchni bocznej. Potwierdza to prze$wiadczenie, ze absolwenci szkdt, konczacych sig
maturg maja klopoty z zadaniami ze stereometrii, wymagajacymi wykorzystania wyobrazni
przestrzennej i prawidtowego interpretowania poje¢, zwlaszcza w sytuacjach ztozonych.

Duza trudno$¢ zdajacym na poziomie podstawowym sprawito réwniez zadanie 29. (poziom
wykonania zadania — 23%)).

Zadanie badato umiejetno§¢ wyznaczania wzoru funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej
funkcji. Trudno$cia dla zdajacych bylo zinterpretowanie podanej w tresci zadania rownosci

3
f (—6) =f (0) :E. Niski poziom wykonania zadania potwierdza, ze maturzystom, takze tym,

ktorzy stosunkowo dobrze radza sobie w sytuacjach typowych przy stosowaniu prostych wlasnosci,
trudno$¢ sprawiaja zadania wymagajace stosowania umiejetnosci ztozonych i opracowania strategii
rozwigzania w sytuacjach nietypowych.

Bledne rozwigzania zadania 29., przedstawione ponizej w przykladach 12. i 13. dobrze ilustruja
problem. Zdajacy nie potrafiag wlasciwie zinterpretowac rOwnania z tresci zadania (przyktad. 12.) lub
nie potrafig skorygowa¢ wtasnego rozwigzania z powodu braku refleksji nad sprzeczno$cig miedzy

otrzymanym wynikiem a tre$cia zadania (przyktad 13.).

Przyktad 12.
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Ponadto w wielu przypadkach o braku poprawnosci decyduja btedy w koncowej czgsci rozumowania.
Zagadnienia wymagajace przeprowadzenia kilkuetapowego rozumowania sg istotnym wyzwaniem dla
zdajacych. W przedstawionym ponizej przyktadzie (przyktad 14.), pomimo bezbiednego wykonania
w pierwszym etapie rozwigzania, zdajacy nie doprowadza poprawnie rozumowania do konca.
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Wprawdzie w przedstawionym rozwigzaniu wyznaczono poprawnie wzor funkcji kwadratowej, lecz
potem wstawiono do tego wzoru niewlasciwg warto$¢ argumentu, co uniemozliwilo uzyskanie

poprawnego rozwigzania.

Przyktad 14.
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Typowe bledy popetniane przez maturzystow ilustruja przyktady 15. 1 16.

Przyktad 15. Przyktad 16.
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W przyktadzie 15. zdajacy we wzorze funkcji kwadratowej opuszcza wyktadnik, natomiast
w przyktadzie 16. przy rozwigzywaniu uktadu réwnan zdajacy popetnia btad rachunkowy.

Warto podkresli¢, ze wéréd maturzystdéw zdarzaja si¢ osoby poszukujace wlasne sposoby rozwigzania,
budujace nieschematyczna, poprawna strategi¢ rozwigzania problemu. Nalezy tym bardziej docenié¢
takie dziatania, zwlaszcza w przypadku zadah postrzeganych przez wigkszo$¢ zdajacych jako trudne.
Takie godne uwagi rozwigzania przedstawiajg przyktady 17.1 18.

Przyktad 17. (wykorzystanie pochodnej) Przyktad 18. (wykorzystanie przesuni¢cia uktadu
wspotrzednych)
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Rozwigzania te cechuje szybkie znalezienie odpowiedzi, zastosowanie wlasnosci obiektéw z r6znych
dzialéw matematyki i wnikliwe rozumienie poje¢ oraz mozliwosci ich nieszablonowego
wykorzystania.

Na poziomie rozszerzonym najwiecej trudno$ci tegoroczni maturzy$ci mieli z rozwigzaniem
zadania 8. Swiadczy o tym niski poziom wykonania zadania — 9%. Zadanie dotyczylo wymagan z
obszaru Rozumowanie i argumentacja. Zdajacy mieli przeprowadzi¢ dowdd geometryczny. Ci
maturzys$ci, ktérzy rozwiazali zadanie, najczedciej zauwazali, ze do przeprowadzenia dowodu
wystarczy wykorzysta¢ wzdr na pole trojkata z sinusem kata S oraz na zapisa¢ pole trojkata
podzielonego dwusieczna kata f jako sume p6l dwoch tréjkatéw. Nietrudne obliczenia pozwalaty na
ogot tej grupie zdajacych tatwo i szybko udowodni¢ tezg twierdzenia. Czg$¢ maturzystow, ktoérzy z
sukcesem rozwiazali to zadanie, zastosowala w dowodzie twierdzenie cosinus6w i twierdzenie o
dwusiecznej kata. Ten sposob rozwigzania byl dla zdajacych nieco trudniejszy w obliczeniach, a
ponadto wymagal rozpatrzenia przypadku gdy boki a i ¢ sa tej samej dlugosci, czyli gdy trojkat ABC
jest réwnoramienny. Duza grupa maturzystéw, dowodzac tezy tym drugim sposobem, nie
rozpatrywala przypadku trojkata rownoramiennego. Wsrod zdajacych znalezli si¢ rdwniez tacy, ktorzy
dowodezili tezg tylko w oparciu o tréjkat rownoramienny.

Oto przyktad poprawnego rozwigzania z wykorzystaniem wzoru na pole trdjkata.

Przyktad 19.
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W przyktadzie 20.

Matematyka 23

, zZamieszczonym ponizej, zdajacy stosuje w dowodzie twierdzenie cosinuséw

itwierdzenie o dwusiecznej kata, jednak nie rozpatruje przypadku, gdy tréjkat ABC jest
rOwnoramienny.

Przyktad 20.
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Wisrdd btednych rozwigzan byty takze takie, w ktérych zdajacy zapisywali niepoprawnie twierdzenie

cosinusow, tak jak w przyktadzie 21. W przyktadzie 22. zdajacy przeprowadza rozumowanie tylko dla
tréjkata rownoramiennego.

Przyktad 21.
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24 Sprawozdanie z egzaminu maturalnego

Trudnym zadaniem dla maturzystow okazato si¢ rdwniez zadanie 9. (poziom wykonania zadania —
12%). Dotyczylo ono wymaganh z obszaru UZycie i tworzenie strategii.

Aby rozwigza¢ zadanie, nalezalo wykaza¢ si¢ umiejetnosciami stosowania twierdzenia Pitagorasa
w przypadku obliczenia wysokosci czworos$cianu, a takze korzystania z wlasnosci trojkatow
podobnych 1 stosowania skali podobienstwa. Nalezalo réwniez umiejetnie opracowal strategi¢
prowadzaca do znalezienia odlegtosci srodka kuli od okreslonej w tre$ci zadania plaszczyzny.

Ponizej zamieszczono przykladowe poprawne rozwigzania zadania. W przyktadzie 23. zdajacy
przedstawit rozwigzanie, w ktérym wyznaczyt promien kuli przy zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa,
a w przykladzie 24. zdajacy przedstawil rozwigzanie, w ktérym wyznaczyt promien kuli
z wykorzystaniem podobienstwa figur.

Przyktad 23.
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Matematyka 25
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Przyktad 24.
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Czestym bledem zdajacych bylo przyjecie zatozenia, ze kula ma punkty wspdlne z krawedziami
czworoscianu (ilustruje to przyktad 25.) albo niepoprawne rozumowanie oparte na niewlasciwym
zatozeniu, ze $rodek kuli jest srodkiem wysokos$ci danego czworo$cianu (przyktad 26).

Przyktad 25.

D PEF - Podshww'o., t’mw\b(m o @S Ao ®
APCF’\/DHSC/ i e Sen bottne
i g0 UANO TS AUNMAA. ‘\\M‘\‘/“’bl‘\] N ""‘qal“w}o
B
VoerO ;'(%) Niaco
) rowng DEFO 1 ABO pMow Aok T 2
VMo«o%owi fo b= 3h6 = f‘w .
Q- S\;ra(LUA oSt omelupn MO 3
P - spoclik w‘sokp\.h bef s lupn DEFO If
lorl -2
oL D i |
VDAO,( = 6-6f% . S@ ! 5\)0(11/{,\ w\_{sdmogc/\ In) WO{L\C‘V"‘OQ
MMVW\W st Srodiay b uLW{j’lA OF‘N\SW‘U'f’j s padds bl ,
2 i ' H
; i 4B 4B i
/ " R"g‘,'hi"‘jf 22-| e .6
de W= e-z=3z M=T3T 1 priomend |
4 i
o \T6l = 2 27-92 =%
|76y = %M¢o<+ = AT 9
,,_E‘&\,_ 380 (Ber) _ 3T(RI-4)
E1E) §@+ = $(F‘M)(!’"—1)‘ 2
’ = %r ("’\ 1) \
f\ﬂ?‘ ‘-g "'N\
0 T ; i \QP] % - ILE ‘zgr\ \PSI 7-(- -3 2=
a2 E= Y
Dbk LRI LLEC R 4
Przyktad 26. i » V48 Lo D=z VAasCD
" N BENIDwEREE
} *4"'(\‘< _:’ . 51 NE
R
Nﬁ AN I O I I T
| N ' | ! ! i F
| _ 1 ! I dad |
NENEENNACRRENEEN e A P A
Oblgctelra t | 1 LT LT | YO BB D el b rulge
| Pogrewat T | Lot BV do o (48| Vio—TAlees ;
Pote, ,41 1 est ol vio .Tu'p e | | digcls ' ' _-[
i iv,,,Bco 2 ‘3 |’Dé “th | . s V | A ‘s-‘lu gy 2
24 r g 2 o ne 3 e -1
Y?: o = (e = 815 4 wiex - 4o ;t gdli 484G D
“_"" - g‘:'_ [ SN R S - : ;g.: _%[ = - g 2
L ko= ( __?fj 141 R oI ol =4
; TS B«
RS
PP e R i L QAT
. j 3 3
L’ L
o ek | Ladisle
o ol:rgs :)*7-)] oDy
v lprgdeie. vonue, 3 |
g b Mq I 5 %2
AP )
L7 <o NI N yp ;J“"ls
L = Vj F {31
__,ll | - j ,
| Lt ol !




Matematyka 27

Oprocz bledéw wymienionych wczesniej zdajacy niepoprawnie interpretowali tre$¢ zadania,
np. plaszczyzne n dzielagcg czworoscian na dwie bryty traktowali jako powierzchni¢ podstawy
ostrostupa $cietego, jak w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 27.
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Analiza rozwigzan zadan maturalnych: 8. (dowdd geometryczny) i 9. (zastosowanie wtasno$ci bryt
w zlozonej sytuacji — geometria przestrzenna) nie moze prowadzi¢ do optymistycznych wnioskow.
Uzyskany przez maturzystow niski wynik w tych zadaniach jest waznym sygnatem, ze konieczna jest
zmiana podejScia do nauczania umiej¢tnosci potrzebnych do rozwigzywania zagadnien
geometrycznych zaréwno w przypadku geometrii ptaszczyzny jak i geometrii przestrzeni.

2. Problem ,,pod lupg”
OPIS SYTUACIT W JEZYKU MATEMATYCZNYM TRUDNYM WYZWANIEM

Warto pochyli¢ si¢ nad zagadnieniem modelowania matematycznego, czyli opisywaniem w jezyku
matematyki przebiegu zjawisk i cech badanych obiektow. Dla zdajagcych mature¢ z matematyki,
zaréwno na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym, stanowito to powazne wyzwanie.

Na przyktad w zadaniu 12. z arkusza dla poziomu rozszerzonego maturzysci osiggneli poziom
wykonania 26%. Zadanie to nie powinno by¢ zaskoczeniem dla maturzystéw. Nalezalo w nim bowiem
odpowiednio dobra¢ warto$¢ parametru ze wzoru, opisujacego trdjmian kwadratowy, tak by pierwiastki
tréjmianu spetniaty okreslony warunek. Ten typ zadania byt obecny na kazdej z majowych matur, poczawszy
od 2010 roku. Do rozwigzania tego zadania wystarcza znajomo$¢ wzoréw Viete’a, pewna skrupulatno$é
w zapisywaniu wszystkich zatozen oraz staranne prowadzenie obliczen. Tymczasem zdajacy czesto btednie

rozwigzywali nierowno$¢ (4x, —4x, —1)(4x, —4x, +1)<0. Dos¢ popularne byly niestety bledy
rachunkowe przy doprowadzaniu lewej strony nieréwnosci do wyrazenia z jedng zmienna, co powodowalo,

ze nawet poprawne dokonczenie takiego rozwigzania dawato zdajacemu ocen¢ mniejsza od maksymalne;.
Przyktad 28. przedstawia takie wlasnie rozwiazanie.
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Przyktad 28.
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Matematyka 29

Dos¢ liczna grupa zdajacych przy rozwiazywaniu rozpatrywata warunek x, —x, <0 zapisany w tresci
zadania i popetniata przy tym btedy, ktére wplywaty na wynik rozwigzania. Ponizej skan ilustrujacy

takie btedne rozwigzanie.

Przyktad 29.
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Przyktadowym zadaniem w arkuszu na poziomie rozszerzonym, ktére rowniez badalo umiejetnos¢
budowania i analizy modelu matematycznego jest zadanie 15. (poziom wykonania zadania — 22%).

Zagadnienie optymalizacyjne nie bylo nowoscig w arkuszu dla poziomu rozszerzonego. Poczawszy od
2010 roku takie zadanie wystepuje na kazdym egzaminie maturalnym z matematyki na poziomie
rozszerzonym. Do rozwigzania takiego zadania potrzebne sa umiejetnosci zastosowania rachunku
pochodnych. Za rozwigzanie zadania 15. mozna byto uzyska¢ najwiecej punktéw sposréd wszystkich
zadan z arkusza maturalnego — tj. 7 punktéw (3 punkty za zbudowanie modelu, 3 punkty za zbadanie
tego modelu oraz 1 punkt za koncowe obliczenia). W zadaniu nalezato zbudowaé¢ model, bedacy
funkcja jednej zmiennej, opisujaca objetos¢ walca. Wystarczylo wykorzystaé pola powierzchni
catkowitej walca, aby objeto$¢ uzalezni¢ od promienia podstawy walca (albo od wysokosci walca).

Przy rozwiazywaniu tego zadania powtarzaly si¢ najcz¢Sciej dwa btedy, ale za to szczegélnej wagi dla
poprawnosci prowadzonych rozumowan w zagadnieniach optymalizacyjnych. Pierwszy z nich to Zle
okreslana albo wregcz pomijana dziedzina budowanej funkcji. Drugi to nieprawidtowe uzasadnienie
albo pomijanie uzasadnienia, ze maksimum lokalne zbudowanej funkcji jest jednocze$nie najwicksza
warto$cig tej funkcji.

Dla wielu zdajacych zadanie optymalizacyjne stato si¢ okazja do realizacji pewnego algorytmu:
zbudowanie funkcji % wyznaczenie pochodnej tej funkcji # obliczenie miejsc zerowych pochodne;j
—» zapisanie odpowiedzi koncowej (bez uwzglednienia uzasadnienia najwigkszej wartosci), czyli
rozwigzanie pozbawiane elementéw rozumowania. Przyktadem niech bedzie ponizsze rozwigzanie.

Przyklad 30.
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I jeszcze jeden przyklad takiego rozwiazania, w ktérym bledy pojawiaja si¢ na kazdym etapie
rozwigzania. W tym rozwigzaniu zdajacy btednie okresla dziedzin¢ funkcji, bfednie oblicza pochodna



funkcji 1 miejsca zerowe, nie uzasadnia,
objetose.

Przyktad 31.
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Matematyka 31

ze V osiaga warto$¢ najwicksza oraz blednie oblicza tg
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Zdarzaly si¢ rdwniez rozwigzania w ktérych zdajacy od poczatku popetniali btedy, np. niepoprawnie
wyznaczajac wysoko$¢ walca i objetos¢ walca jako funkcje zmiennej r.

Przyktad 32.
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Szczeg6lng trudno$cig dla tegorocznych maturzystoéw okazalo si¢ w zadaniu 15. okre$lenie wielkoS$ci
danej, tj. pola powierzchni catkowitej walca, literg (P). Niski poziom wykonalno$ci zadania moze
wynika¢ stad, ze zdajacy przy opanowywaniu koniecznych umiej¢tnosci analizowali zagadnienia,
w ktérych wielko$ci dane przyjmuja konkretne wartosci liczbowe lub pozwalaja na wykorzystanie

szczegblnych wiasnosci badanych obiektow.

Konieczno$¢ rozwazenia wszystkich mozliwych sytuacji

i okreSlenia zakresu warto$ci liczbowych, jakie moga przyjmowaé rozwazane wielko$ci, stanowito
powazna przeszkod¢ na drodze poszukiwania rozwigzania. Podkresli¢ trzeba, Ze cata sytuacja dotyczy
zadania, ktére jest uznawane za klasyke w zakresie stosowania rachunku rézniczkowego do
wyznaczania wartosci ekstremalnych w zagadnieniach geometrycznych.
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3. Whnioski i rekomendacje

1.

Egzamin maturalny z matematyki potwierdzil, Zze zadania sprawdzajace pojedyncze,
nieskomplikowane, umiej¢tnosci na ogdét nie sprawiajg trudnosci absolwentom licedw
i technikow. W tym roku najlepsze wyniki zdajacy uzyskali za zadania zamknigte ze
statystyki, z ciggdw liczbowych oraz zadania dajace si¢ rozwigza¢ na prostym rysunku,
ilustrujacym problem. W skali kraju ponad 80% zdajacych poprawnie zastosowato zaleznos¢
migdzy katem Srodkowym i katem wpisanym, przy czym doda¢ nalezy, ze w zadaniach z
katami trzeba bylo tez wykaza¢ si¢ znajomoscia wtasnosci katéw wierzchotkowych i
znajomoscia sumy miar katéw w tréjkacie. Wysoki odsetek maturzystéw potrafi wykorzystaé
wlasnoS$ci ciggu arytmetycznego do wyznaczania jego wyrazOw. Nie sprawialo tez
maturzystom ktopotéw wykorzystanie Sredniej arytmetycznej do obliczenia jednej liczby
z szeregu danych. Wysoki odsetek zdajacych, ktérzy poprawnie wyznaczyli objetos¢ stozka,
potwierdza teze¢, ze w przypadku rozwigzywania zadan wymagajacych jedynie zastosowania
wzordw, zdajacy uzyskujg bardzo dobre rezultaty. Potwierdzone to zostalo réwniez na
poziomie rozszerzonym — w zadaniach sprawdzajacych znajomos$¢ twierdzen o dziataniach na
granicach ciggéw.

Analiza wynikow matury z matematyki pozwala wskaza¢ obszary umiejetnosci i wiadomosci,
ktérych opanowanie przychodzi uczniom z wickszg tatwo$cia niz w przypadku innych
zagadnien. Zdajacy za najlatwiejsze uwazaja i rozwiazuja z najlepszymi efektami zadania,
dotyczace elementarnych poje¢ z zakresu statystyki, wilasnoSci ciggu arytmetycznego,
zwigzkOéw miarowych w stozku i wlasnosci katéw w kole (w okrggu). Warto wykorzystac te
informacje przy organizacji nauczania matematyki w przypadku uczniéw, majacych trudnosci
w nauce matematyki. Opanowanie umiejetno$ci przypisanych do wymienionych wyzej
obszar6w moze stanowi¢ wazny etap na drodze do ksztalcenia innych umiejetnoSci
matematycznych, na przyktad poprzez formulowanie probleméw, ktére tacza zagadnienia
dobrze opanowane z tymi, ktére stanowia wigksze wyzwanie.

Warto podkresli¢, ze wigkszo$¢ maturzystow potrafita poprawnie rozwigzaé zadania,
wymagajace zastosowania konkretnego wzoru i odwotujace si¢ do pojedynczych umiejetnosci,
zapisanych w podstawie programowej. Chetnie, i na ogdt poprawnie, rozwigzywane byty
przez maturzystow zadania, w ktérych zamieszczono rysunek oraz takie, w ktérych
sporzadzenie rysunku utatwialo rozwigzanie. Trzeba zaznaczy¢, ze do zadah zdobrym
wynikiem naleza tez takie, ktére wymagaly przeprowadzenia krétkiego rozumowania lub
potaczenia kilku wtasnosci obiektéw matematycznych. Jest to niewatpliwym sukcesem
nauczycieli, starajacych si¢ wyposazy¢ kazdego ucznia w zestaw narzedzi matematycznych,
pozwalajacych na przekroczenie progu zdawalno$ci matury z matematyki na poziomie
podstawowym.

Istotnym problemem, ktéry daje si¢ zauwazy¢ stosunkowo czgsto, jest popelnianie przez
zdajacych bledéw rachunkowych na rdéznych etapach rozwigzania, co powoduje brak
mozliwosci uzyskania poprawnego rozwigzania, a nierzadko doprowadza do otrzymania
wynikéw niespetniajgcych warunkéw zadania. W tym drugim przypadku zdajacy czesto nie
potrafiag wlasciwie zinterpretowac sensownosci uzyskanych wynikéw, a tym samym ujawniaja
brak zrozumienia poje¢ i wtasno$ci obiektéw matematycznych.

Opisane tu zjawisko sygnalizuje konieczno$¢ zwrdcenia uwagi w trakcie nauki na staranne
wykonywanie przeksztatcen i obliczen. Jest to wazne na kazdym etapie edukacyjnym, a trzeba
podkresli¢, ze wiele popelnianych btedéw to efekt niewltasciwego opanowania tresci
nauczania w szkole podstawowej (w gimnazjum). Konieczne jest takze weryfikowanie
poprawnosci otrzymanego wyniku, a w przypadku wynikéw sprzecznych z trescig zadania nie
do przecenienia jest wskazywanie tych niezgodnosci, by ksztalttowa¢ umiejetno$¢ okreslania
obiektéw matematycznych wyznaczonych przez konkretne wartosci liczbowe (lub
umiejetnos¢ wykazywania braku istnienia obiektéw, ktére moglyby by¢ charakteryzowane
przez uzyskane wyniki).

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki ujawnit, Ze powaznym problemem jest poziom
opanowania przez absolwentow licedw i technikéw ztozonych umiejetnosci z zakresu
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geometrii, zardwno na plaszczyznie jak i w przestrzeni. Cho¢ pojedyncze umiejetnosci wydaja
si¢ by¢ dobrze opanowane przez maturzystow, to rozwigzanie zadania sprawdzajacego te
same umiejetnosci, ale w potaczeniu z konieczno$cig przeprowadzenia kilkuetapowego
rozumowania i wykorzystania konkretnych wtasnos$ci rozwazanych figur geometrycznych jest
niemozliwe do zrealizowania w przypadku zdecydowanej wickszo$ci zdajacych mature.

Szczeg6lna uwage w nauczaniu geometrii nalezy zwr6ci¢ na interpretacje treSci zadan
i rozwazanie wlasciwych figur geometrycznych. Wielu tegorocznych maturzystow nie
potrafito zastosowaé odpowiednich wlasnosci wieloscianéw i ich przekrojow ptaszczyznami.
Absolwenci szkol, koficzacych si¢ matura, traktujg matematyke, w tym takze geometrig, jak
zestaw gotowych algorytméw i procedur, ktérych zastosowanie ma pomdc rozwigza¢ zadania
iw konsekwencji zda¢ egzamin. Uczniowie nie maja nawyku weryfikacji czy wybrany
szablon postepowania jest przydatny w sytuacji opisanej w zadaniu. Warto wigc, tam gdzie to
mozliwe, odchodzi¢ w procesie nauczania od stosowania wylacznie wyuczonych algorytméw
lub przynajmniej pokazywal przysztym maturzystom alternatywne ujgcia zagadnien,
pozwalajace na poprawne, a takze szybsze, rozwigzanie problemu.

Do zadan, ktére sprawiaja maturzystom najwigcej trudno$ci, naleza te wymagajace
uzasadnienia prawdziwosci twierdzenia lub wlasnosci obiektéw matematycznych, szczegdlnie
z zakresu geometrii. Zadania ze sformutowaniem ,,uzasadnij, ze” badz ,,wykaz, ze” sg bardzo
czgsto pomijane. W przypadku podejmowania proby rozwigzania czg¢stym bledem jest
ograniczenie si¢ do sprawdzenia prawdziwos$ci wzoru lub tezy twierdzenia jedynie
w konkretnym przypadku albo pomijanie istotnej czg¢sci rozumowania lub zapisywanie
sformutowania w stylu: ,co wynika ze zmierzenia katomierzem (przyklad 6.)” bez
jakichkolwiek komentarzy w kluczowych miejscach przedstawianego uzasadnienia. Zdajacy
powinni mie¢ §wiadomo$¢, ze stosowanie wyzej wspomnianych zabiegdw nie przyczyni si¢
do poprawienia wyniku egzaminu.

Analiza rozwigzan, przedstawionych w pracach maturalnych z matematyki, pozwala
zauwazyc¢ takze, ze czgsto zdajacy stosuja skomplikowane narzedzia w prostych sytuacjach,
poszukuja odpowiedzi wedtug $cisle wyuczonego schematu postgpowania, nie zwazajac na to,
ze rozwiazanie mozna znalez¢, o wiele tatwiej iszybciej, jesli wykorzysta si¢ wlasno$ci
konkretnych obiektéw matematycznych. Na przyklad w zadaniu badajagcym wyznaczanie
wzoru funkcji kwadratowej na podstawie pewnych informacji o tej funkcji, zdajacy czesto
zapisywali rOwnania wynikajace z zapisanych w tresci wtasnos$ci funkcji, lecz nie potrafili ich
wykorzysta¢, gdyz zabraklo umiejetnos$ci interpretowania informacji oraz uzyskanych
zapisow.

Tegoroczny egzamin maturalny z matematyki pozwolil zaobserwowac jeszcze jedno zjawisko,
wymagajace reakcji ze strony nauczycieli. Zdajacy mieli powazne problemy z zadaniami,
w ktoérych wystapily, zamiast konkretnych danych opisujagcych obiekty matematyczne,
uogdlnione zapisy dotyczace rozwazanych obiektéw. Na przyklad w zadaniu
optymalizacyjnym na poziomie rozszerzonym, gdzie konieczno$¢ stosowania uogdlnien przy
opisie wlasnosci bryty czesto powodowalo istotne btedy w rozwiazaniu. Rozwigzanie zadania,
wymagajace analizy bryt z objetoscia P, okazato si¢ trudniejsze niz rozwazanie podobnych
sytuacji, gdy objeto$¢ zadana jest konkretng wartoscig liczbowa. Jest zatem koniecznoS$cig
rozwazanie, w trakcie nauki, takze sytuacji, kiedy obiekty matematyczne opisane sa
z zastosowaniem uogdlnien czy z rozwazaniem zmian wartosci liczbowych poszczegdlnych
wielkosci.



