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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego
1  Struktura i forma egzaminu maturalnego z matematyk

W roku szkolnym 2012/2013 w catym kraju po raz kofezostat przeprowadzony egzamin
maturalny dla absolwentéw licebw ogdlnoksziaiech (LO), technikdéw (T), uzupetnigjych licedw
ogolnoksztatgcych (LU) i technikow uzupetniagych (TU).

Egzamin maturalny z matematyki jest egzaminem z&wmym i ma formne pisemmn. Egzamin
maturalny z matematyki jako przedmiot obaexkiowy byt zdawany na poziomie podstawowym lub
jako przedmiot dodatkowy na poziomie rozszerzonggzamin na poziomie podstawowym trwat 170
minut, a na poziomie rozszerzonymi 180 minut i galena rozwizaniu zawartych w jednym arkuszu
egzaminacyjnym zadaegzaminacyjnych.

Maksymalna liczba punktow naliwych do uzyskania za zadania zzHago arkusza wynosi 50.

W trakcie egzaminu zdgjy mogt korzysté z zestawu wybranych wzoréw matematycznych
przygotowanego przez CKE i kalkulatora z podstawowgziataniami.
Wyniki egzaminu zamieszczone fwiadectwie dojrzatéci wyrazone § w skali procentowe;.

2 Opis arkuszy egzaminacyjnych ustalonych przez Cerditng Komisj¢ Egzaminacyjm
na egzamin maturalny z matematyki w roku szkolnym R212/2013

Zgodnie z koncepaji struktug egzaminu maturalnego z matematyki adgjegzamin w tym
roku musieli zdawé& egzamin na poziomie podstawowym i mogli wybm@odatkowo egzamin z
matematyki, ale na poziomie rozszerzonym.

Arkusze zostaty tak skonstruowane, aby zlbadapies opanowania umiejnosci okreslonych w
pieciu obszarach standardow wymagayzaminacyjnych:

l. Wykorzystanie i tworzenie informaciji.

Il. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

[ll. Modelowanie matematyczne.

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

V. Rozumowanie i argumentacja.

Poziom trudnéci poszczegolnych zadabyt zr&nicowany i dostosowany do rmavosci
absolwentow szkét ponadgimnazjalnych. Tematyka izadi@tyczyta wekszaci tresci zawartych
w podstawie programowej matematyki. Zadania egzaoyjme zawarte w arkuszach pozwalaty
sprawdzé znajomd¢ i rozumienie podstawowych g definicji i twierdzé oraz stosowanie ich do
rozwiazywania problemoéw matematycznych. Sprawdzatyuimiegtnos¢ korzystania i przetwarzania
podanych informacji oraz umigpos¢ zastosowania tej wiedzy w praktyce z zakresu wyahag
egzaminacyjnych dla poziomu podstawowego. Zadagzarainacyjne w arkuszu rozszerzonym
w wigkszym stopniu @ w arkuszu podstawowym sprawdzaty urdieps¢ rozwiazywania problemoéw
i podawania do nich opisu matematycznego w opamxitresici obejmupce zakres wymaga
egzaminacyjnych dla poziomu podstawowego i roz&rergo, poprawnego interpretowania tekstu
matematycznego, umigpos¢ argumentowania i prowadzenia rozumowania typu matgcznego
i oceniania przydatr$gi otrzymanych wynikow.
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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

ARKUSZ PODSTAWOWY

Arkusz podstawowy skiladatesz 34 zada, w tym 25 zamkritych (zdagcy wybierat jeda,
poprawr, odpowied sparod czterech) oraz 9 zatlatwartych (rozwizanie i odpowiedl zdapcy
musiat samodzielnie zapigaZa kade poprawnie rozwzane zadanie zamkite zdajcy uzyskiwat 1
punkt, natomiast wwod zada otwartych byto 6 zadadwupunktowych, 2 zadania czteropunktowe i
jedno zadanie pciopunktowe.

Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdrafggtnosci opisane we wszystkich
pieciu obszarach standardéw wymag&gzaminacyjnych. Badaly one znajai®oi rozumienie
podstawowych pef matematycznych, definicji i twierdaeoraz umiejtnos¢ postugiwania si ta
wiedza w praktyce. Sprawdzaty ta& umiegtnos¢ formutowania opisu matematycznego danej
sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozmania problemu oraz umignpos¢ analizowania
i interpretowania problemow matematycznych. Unrtiegpci zostaly zbadane na §mach wszystkich
dzieskciu dziatdbw podstawy programowe].

ARKUSZ ROZSZERZONY

Arkusz dla poziomu rozszerzonego sktadad i 12 zada otwartych o zrénicowanej
punktaciji. Wérod nich byty: jedno zadanie sm#opunktowe, dwa zadaniagpiopunktowe, siedem
zada czteropunktowych i dwa zadania trzypunktowe.

Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego smawdumiegtnosci opisane w trzech
najwyzszych obszarach standardéw wymagszaminacyjnych. Zadania badaty przede wszystkim
umiegtnos¢ analizowania sytuacji problemowych i podawania mich opisu matematycznego,
strategii rozwizania problemu, a tak argumentowania i prowadzenia rozumowania
matematycznego. Tematyka zad@bejmowata tr&ci z podstawy programowe) dla poziomu
rozszerzonego.

3 Kartoteki arkuszy egzaminacyjnych z matematyki
W Tabeli 1. zamieszczono kartotelrkusza podstawowego, w Tabeli 2. — kartotakkusza
rozszerzonego. Kartoteki te zawierapformacje o sprawdzanych czyrse@ach, przyporadkowany

im numer standardu, numer §ceze standardu I, ktérych znajoset powinien wykazé si¢ zdapcy,
oraz numery zadawraz z maksymalnliczba punktow, ktére mena byto uzyskaza ich rozwazanie.

Tabela 1. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — pozio  m podstawowy

.. ., >
® Badana umiejnos¢ % 'CEG Q-g ke 5
53 Standard SRE|>3|IDE
g . > Il 33
Zdajgcey: 7 o
wykorzystuje pajcie wartdci bezwzgtdnej i jej Wykorzystanie
1 | interpretac; geometrycza do wskazania zbioru i interpretowanie | 1) ) Z 1
rozwiazah nierowngci typu |x—a < b reprezentacii
2 | stosuje pajcie procentu w obliczeniach Modelowanie 1) d) Z 1
matematyczne
Wykorzystanie
3 | oblicza r@nice logarytmow i tworzenie 1) h) Z 1
informacji
Wykorzystanie
4 | rozwiazuje uktad réwna liniowych i tworzenie 3)c) Z 1
informacji
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korzystuje interpretagjwspotczynnikédw we wzorzeg Wykorzystanie
5 | WyKorzystuje interpretagwspoiczy i interpretowanie | 4) g)
funkcji liniowej .
reprezentacji
. . , S Wykorzystanie
6 odczytgje wsp.oirzdr)e wierzchotka paraboli z jej i interpretowanie | 4) h)
postaci kanonicznej -
reprezentacji
Wykorzystanie
7 | postuguje si wzorami skroconego muenia i tworzenie 2)a)
informacji
. . Wykorzystanie
8 b_ada prostopadié prostych na podstawie ich réwna i interpretowanie | 8) ¢)
kierunkowych -
reprezentacji
wykorzystuje interpretagjwspotczynnikdw we wzorzg  Wykorzystanie
9 | funkcji liniowej, by okréli¢ potazenie prostej i interpretowanie | 4) g)
w uktadzie wspoétrgdnych reprezentacji
. . o . Wykorzystanie
10 isprat\)/;/gr;a,z I;ti%rhe nzapr%ﬂ?er)ych liczb spetpierownaé i worzenie 3)
Wy ) 18z informacji
na podstawie \f/ykresu funkcy = f(x) szkicuje Wykorzystanie
11 | wykresy funkcjiy = f(x+a), y=f(x-a), i tworzenie 4) d)
y=f(X)+a, y="f(x)-a informacji
Wykorzystanie
12 | wykorzystuje wlasnéei ciagu geometrycznego i interpretowanie | 5) c)
reprezentacji
Wykorzystanie
13 | wyznacza pierwszy wyrazagu arytmetycznego i interpretowanie | 5) c)
reprezentacji
. e _ Wykorzystanie
14 stosuje zwizki mlqd;y fur'lkqaml'trygopometrycznym i interpretowanie | 6) c)
kata ostrego do obliczenia wasétd wyrazenia .
reprezentacji
korzysta ze zwizkdw miedzy katemsrodkowym Wykorzystqnle
15 a katem wpisanym opartym na tym samym tuku | tworzenie N3
b ym oparty Y y informacji
wykorzystuje pajcie rozwihzania rownania V\/_ykorzystqnie
16| . i tworzenie 3) d)
wielomianowego : .
informacji
: s . . Wykorzystanie
17 pbllczfa odlegté¢ dwodch punktow na ptaszcayie i interpretowanie | 8) €)
i obwdd rombu .
reprezentacji
Wykorzystanie
18 | wykorzystuje wspotrgdnesrodka odcinka i interpretowanie | 8)f)
reprezentacji
postuguje si rbwnaniem okggu, odczytuje jegérodek _Wykorzystamg
19 | 7700 . , . ; i interpretowanie | 8) g)
i oblicza odlegté¢ migdzy srodkami okegow -
reprezentacji
Wykorzystanie
20 | wyznacza zwjzki miarowe w graniastostupie i tworzenie 9)
informacji
Wykorzystanie
21 | wyznacza zwizki miarowe w brytach obrotowych i interpretowanie | 9) b)
reprezentacji
oblicza prawdopodobistwo zdarzenia, stosig Modelowanie
22 oo iy 10) d)
klasyczr definicje prawdopodobigstwa matematyczne
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. . : . . .| Wykorzystanie
23 vvi)él:\(l)vril:éf[ak;)bhczema na liczbach rzeczywistych, ok i worzenie 1) a) 7
P informacji
Wykorzystanie
24 | oblicza mediaa uporadkowanego zestawu danych i interpretowanie | 10)a) | Z
reprezentacji
o5 oblicza obgtos¢ graniastostupa z wykorzystaniem i\i/x%grorrg(s)ag:ﬁe ob) | z
zwiazkéw miarowych w graniastostupie P i
reprezentacji
L, o . 1 Wykorzystanie
26 E;(;Z\:\V:‘iili“e réwnanie wielomianowe metpdbzktadu ng i interpretowanie | 3)d) | KO
y reprezentacji
Wykorzystanie
27 | oblicza warté¢ wyrazenia trygonometrycznego i interpretowanie | 6)c) | KO
reprezentacji
28 | przeprowadza dowdd algebraiczny 'Rozumowanl'e 2) KO
i argumentacja
. . : Wykorzystanie
odczytuje z wykresu funkcji zbior wak oraz - ;
29 przedziat, w ktérym funkcja przyjmuje wagto ujemne | iInterpretowanie 4)b) | KO
reprezentacji
Wykorzystanie
30 | rozwiazuje nierowné¢ kwadratovy i interpretowanie | 3)a) | KO
reprezentacji
. . Rozumowanie
31 | przeprowadza dowod algebraiczny i argumentacja 1)g) | KO
32 znajduje zwazki miarowe w figurach ptaskich Uzycie i tworzenie 7o) | RO
(oblicza lkaty trojkata ostrokitnego) strategii
33 | oblicza obgtos¢ wieloscianu Uzycie | tworzenie 9 b) | RO
strategii
34 rozwiazuje zadanie umieszczone w korsigk Modelowanie 3)b) | RO
praktycznym, prowadze do réwna kwadratowych matematyczne
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Tabela 2. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — pozio

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

m rozszerzony

] ©
'% Badana umigjtnos¢ @ B S S
=] o ®© '% ©
@ Standard | 8 2 | N <
N = @ o S
= | zdajcy: zZ0| 2 o
Uzycie
1 | rozwiazuje nierébwnéc z wartgcia bezwzgédna i tworzenie |3)e)R| RO | 4 pkt
strategii
. Rozumowanie
2 | przeprowadza dowod geometryczny i argumentacja 7)c) | RO | 4 pkt
wykorzystuje wzory na liczbpermutacji, kombinacji Uzycie
3 | i wariacji do zliczania obiektéw w sytuacjach i tworzenie 10)R | RO | 3 pkt
kombinatorycznych strategii
Uzycie
4 | rozwiazuje rownanie trygonometryczne i tworzenie | 6) e)R| RO | 4 pkt
strategii
stosuje wlasrngi ciagu arytmetycznego i wiasea ciagu Modelowanie
5 geometrycznego matematyczne 5) RO | 5pkt
Uzycie
6 | rozwiazuje réwnanie kwadratowe z parametrem i tworzenie |3) b)R| RO | 6 pkt
strategii
Uzycie
7 | oblicza promié okregu i wyznacza rOwnanie tego qiu i tworzenie 8)R | RO | 4 pkt
strategii
. . . . . L . Wykorzystanie
8 3tosu19 twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomiprzez i interpretowania 2) b)R| RO | 4 pkt
wumian reprezentaciji
L . . . . Uzycie
9 ZE?.]deel (StOTthe),.Z\B[lkl miarowe w figurach ptaskich do  tworzenie 7 RO | 5 pkt
obliczenia pola trojita strategii
Uzycie
10 | wyznacza ohjtos¢ ostrostupa i tworzenie 9) RO | 4 pkt
strategii
. . Modelowanie
11 | oblicza prawdopodobistwo zdarzenia matematyczne 10) R| RO | 4 pkt
rysuje wykres funkcji o wzorzey =‘ f (x)‘ , mapc dany Usycie »a
12 | \wykres funkgji logarytmiczney = f (x); 'Z{fartzeeg?i'e d)R RO | 3 pkt
bada liczla rozwiazan réwnania z parametrem
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4  Wyniki egzaminu maturalnego z matematyki

W wojewodztwie kujawsko-pomorskim do egzaminu maiiggo z matematyki przygtito po
raz pierwszy 16 972 oséb (18319 - 2011r., 17151032P). Analiza danych wskazuje tendencje

spadkowe.

Wynik co najmniej 30% punktow za rozyganie zad& na poziomie podstawowym uzyskato 85,48%

zdapcych.

W Tabeli 3. przedstawiono procent abiturientow zgkdnieniem typu szkoty, ktérzy zdali
egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstamu, tj. uzyskali co najmniej 30% punktow i

zdawali egzamin maturalny po raz pierwszy w lat2@@5 — 2013.

Tabela 3. Poréwnanie zdawalno $ci w sesjach 2005 — 2013

woj. pomorskie
LO LP T LU TU Razem
2005 93 56 - - - 84
2006 97 84 88 - - 93
2007 88 62 63 - - 76
) ) 2008 92 63 81 - - 88
OZ/‘(’j a?;gg’zaﬁ?r:e 2009 93 72 80 i i 89
2010 95 73 84 50 46 89
2011 87 53 71 28 33 78
2012 92 64 81 42 30 86
2013 91,69 64,53 82,28 34,19 28,13 85,48

Pogcie zdawalnagé do roku 2006 dotyczyto osob, ktore uzyskaly commagj 30% punktow
mozliwych do uzyskania z arkusza podstawowego, a ta2f7-2009 uzyskaty 30% dla wybranego
poziomu. Od roku 2010 dotyczy osob, ktore uzyskaby najmniej 30% punktéw nibwych do
uzyskania z arkusza podstawowego. Przy analizia tygnikow naley uwzgkdni¢ rozdzielenie
poziomow.

Zdawalnd¢ w liceach i technikach uzupetrialych do 2009 roku miata mawag; statystycza ze
wzgledu na niewiell liczbe zdapcych.

4.1 Rozkiady wynikow egzaminu w skali znormalizowanej

Skala ta pozwala porowéawvyniki egzaminu z kilku kolejnych lat. Poza tymzea moze
zinterpretowdé uzyskany wynik na tle catej populacji zalajch i ocent swoje realne szanse na
kontynuowanie nauki.
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Tabela 4. Znormalizowana skala dziewi

Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

eciostopniowa staninowa

Normalizacja wynikbw egzaminu maturalnego z
podstawowym na skali staninowej (egzamin zdawato 35

matemat  yki na poziomie
8 153 0sb6b w kraju)

Stanin
(klas; Wynlku) Nazyv a Wynik (w %) Komentarz
Nr 0 ogqlqych stanina
wynikow
s 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najni zszy 0% - 12% 96% zdajgcych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
2 7% L 13% - 18% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
niski 89% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
3 12% niski 19% - 28% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
poni zej 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
4 17% . - 29% - 44% 23% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 60% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% sredni 45% - 60% 40% zdajgcych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
powy zej 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
6 17% . . 61% - 78% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
7 12% wysoki 79% - 90% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
8 7% - 91% - 96% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
WysOKi 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
L 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
9 4% najwy zszy 97% - 100% 96% zdajacych ma wynik w klasach nizszych

Normalizacja wynikéw egzam
rozszerzonym na sk

ali staninowe

inu  maturalneg
j (egzamin zdawato 5

0 z matemat yki na poziomie
8 383 0s06b w kraju)

Stanin
(klasa wyniku) Nazwa .
" % ogolnych stanina Wynik (w %) Komentarz
wynikow
- 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najnizszy 0% - 4% 96% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
2 7% bardzo niski 5% - 14% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
89% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
3 12% niski 15% - 30% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
ponize; 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
4 17% : e 31% - 48% 23% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 60% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% Sredni 49% - 62% 40% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
powyzej 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
6 17% . - 63% - 74% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
7 12% wysoki 75% - 86% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
8 7% . 87% - 92% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
Wysoki 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
_— 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
9 4% najwyzszy 93% - 100% 96% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
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4.2 Analiza statystyczna wynikéw arkusza podstawowego

Poniej przedstawiono war§oi wybranych wskanikbw wykonania zadg takie jak wskaniki
tatwosci poszczegdllnych zafla zestawu zadaz arkusza z poziomu podstawowego oraz tativo
zada w poszczegollnych obszarach standardow wymaggzaminacyjnych. Przedstawione dane
dotycz absolwentéw z wojewddztwa kujawsko-pomorskiego.

4.2.1 Wskazniki statystyczne arkusza podstawowego

Tabela 5. Warto $ci parametrow statystycznych wynikéw zdaj  gcych egzamin maturalny z matematyki na poziomie

podstawowym
Zdajacy

Parametr statystyczny

LO LP LU T TU Razem
Liczba zdajacych 9 662 406 430 6314 1160 16 972
Liczba zdajacych, ktorzy uzyskali | g g5g | 260 | 147 | 5195 | 45 | 14508
co najmniej 30% punktéw
Wynik minimalny w punktach 0,00 3,00 0,00 2,00 0,00 0,00
Wynik maksymalny w punktach 50,00 45,00 42,00 50,00 38,00 50,00
Wynik sredni w punktach 33,05 19,09 12,82 24,93 12,84 28,99
Wynik sredni w % 66,10 38,18 25,63 49,85 25,68 57,98
Modalna w punktach 48,00 13,00 10,00 25,00 9,00 23,00
Mediana w punktach 34,00 17,50 11,00 24,00 11,00 29,00
Odchylenie standardowe w pkit. 11,95 9,13 7,37 10,58 7,23 12,40
Odchylenie standardowe w % 23,90 18,26 14,74 21,17 14,45 24,81
Zdawalnosé w % 91,69 64,53 34,19 82,28 28,13 85,48

Analizie statystycznej poddano wyniki 16 9Zdapcych egzamin maturalny z matematyki
w maju 2013 roku. Statystyczny maturzysta uzyskghilv 28,99 punktow, co stanowi ok. 57,98%
liczby punktéw maliwych do uzyskania za rozedanie zada arkusza z poziomu podstawowego.
Rozstp wynikéw wynosi 50 i wskazuje na bardzozduzr@&nicowanie umigjtnosci zdapcych.
Wartas¢ miary rozrzutu (odchylenie standardowe) — 140aczaze okoto 70% zdagych uzyskato
wyniki z przedziatlu 17 — 41 punktéw. Dla poréwnania roku 2012 wart& miary rozrzutu
(odchylenie standardowe) wynosita — 12,27, co ozalacze okoto 70% zdarych uzyskato wyniki
z przedziatu 17 — 42 punktow.

Powyzsze dane wskazyj ze uczniowie liceOw ogoélnoksztaicych i technikow s lepiej
przygotowani do egzaminu maturalnego z matematykiiczniowie pozostatych typow szkot i wyniki
srednie przez nich uzyskane w arkuszu z poziomutpadsvego s wyzsze od wynikow uzyskanych
przez absolwentow pozostatych typdw szkoét. W arbuszszerzonym tdnice te § duzo wigksze.

4.2.2 tatwosé¢ zadan w obszarach sprawdzanych tréci

Tabela 6. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tre$ci poziomu podstawowego

Lp. | Zakres tre Sci Numery zada n LiCZb,a Wskai’nik Odchylenie

punktow | fatwo $ci | standardowe
1 |Liczby rzeczywiste 1,2, 3,23, 31 6 0,55 0,29
2 | Wyrazenia algebraiczne 7,28 3 0,34 0,26
3 | Réwnania i nierébwnosci 4, 10, 16, 26, 30, 34 12 0,57 0,31
4 | Funkcje 56,9, 11, 29 6 0,59 0,30
5 | Ciagi liczbowe 12, 13 2 0,82 0,28
6 | Trygonometria 14, 27 3 0,71 0,39
7 | Planimetria 15, 32 5 0,44 0,37
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Geometria na taszczyznie
kartezjanskiej i e, 17, 18, 19 4 071 0,29
Stereometria 20, 21, 25, 33 7 0,59 0,31
Elementy statystyki opisowej;

10 |teoria prawdopodobienstwa | 22, 24 2 0,72 0,34
i kombinatoryka

Powyzsze wyniki wskazwj, ze uczniowie zdagy egzamin na poziomie podstawowym
rozwiazuja zadania z poszczegOlnych dziatdw na poziomie ol&floprocent i wicej. Najnizszy
wskaznik tatwasci (0,34) z dziatu: ,Wyraenia algebraiczne” jest spowodowany tym jest to zadanie
typu Udowodnij... Zadanie 32 z ,Planimetrii” sprawiatlo zdaym dwe trudndci, bo byto ono ze
standardu V. Najtatwiejszeadla nich zadania otwarte z liczb rzeczywistychumkcji. Wynika to
z faktu,ze zadania tego typu wygiowaty na niszych etapach edukacji i egzaminach.

4.2.3 tatwosé¢ zadan w obszarach standardow wymaga egzaminacyjnych

Tabela 7. Warto $ci parametrow statystycznych zada n arkusza dla poziomu podstawowego w obszarach
standardéw wymaga nh egzaminacyjnych

Obszar standardow Srednia S%?ﬂ;{lgg\i\?e
1. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. 0,65 0,23
2. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji. 0,71 0,25
3. Modelowanie matematyczne. 0,47 0,38
4. Uzycie i tworzenie strategii. 0,45 0,38
5. Rozumowanie i argumentacja. 0,17 0,32

Analiza tatwdci zada w poszczegoélnych obszarach standardow wykaz@aajtatwiejsze
okazato s} rozwiazywanie zada badajcych umiegtnosci opisane w standardzie |, w ktérym zgaj
wykorzystuje i tworzy informacje. W dalszymagu najtrudniejszy jest standard Vrezumowanie i
argumentacja — wygbujacy w zadaniach na dowodzenie.

Udziat punktéw maliwych do uzyskania za kdy z obszarow przedstawia tabela 8.

Tabela 8. Przyporz adkowanie zada n i punktéw do obszaréw standardow wymaga  n egzaminacyjnych

Numer zadania w arkuszu Liczba
Obszar standardow : . Waga
Zadania zamkni ete Zadania | punktow
otwarte
1. _ Wykor;ystame i tworzenie | 3,4,7,10, 11, 15, 16, 9 18%
informacji 20, 23
2. Wykorzystanie i interpretowanie (1,5, 6, 8,9, 12, 13, 14, | 26, 27, 29, 29 449
reprezentacji 17, 18, 19, 21, 24, 25 30 0
3. Modelowanie matematyczne 2,22 34 7 14%
4. Uzycie i tworzenie strategii 32,33 8 16%
5. Rozumowanie i argumentacja 28, 31 4 8%
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4.2.4 tatwosé¢ zadan i rozktad ich wynikéw

Arkusz egzaminacyjny podstawowy byt dla zgdgch umiarkowanie trudny (0,58).
Bardzo trudne okazatyegkadania na dowodzenie: 28 i 31.
Stopier wykonania zadaz arkusza podstawowego przedstawiono w Tabelad®9

Tabela 9. tatwo $¢ zadan arkusza podstawowego

Numery zada i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
tatwo §¢ zadan | 0,73 | 0,73 | 0,70 | 0,88 | 0,61 | 0,69 | 0,80 | 0,77 | 0,66 | 0,48 | 0,46
Numery zadan | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
tatwo §¢ zadan | 0,71 | 0,93 | 0,74 | 0,63 | 0,63 | 0,79 | 0,80 | 0,49 | 0,56 | 0,84 | 0,60
Numery zada i 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31| 32 | 33 | 34
tatwo $¢ zadan 0,68|0,85|0,71|0,68|0,69|0,11|0,55| 0,73 |0,23|0,39 | 0,50 | 0,39
Rysunek 1. tatwo $¢€ zadan arkusza podstawowego
0 &
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Tabela 10. Interpretacja wska znika tatwo $ci zada n arkusza podstawowego

Stopie A trudno $ci Wska znik tatwo $ci Numery zada A Liczba zada n
Bardzo trudne 0,00-0,19 28 1
Trudne 0,20-0,49 10, 11, 19, 31, 32, 34 6
. . 5, 6,9, 15, 16, 20, 22, 23,
Umiarkowanie trudne 0,50-0,69 26. 27, 29, 33 12
1,2,3,4,7,8,12, 14, 17,
Latwe 0,70-0,89 18, 21, 24. 25. 30 14
Bardzo tatwe 0,90-1,00 13 1

W arkuszu dla poziomu podstawowego znalaziyzadania od bardzo trudnych po bardzo tatwe,
co wskazuje na de zr&nicowanie poziomu zada Sparod zada najtatwiejsze dla zdagych byty
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zadania zamkate: 13 — cig arytmetyczny, ktore nima byto rozwazac w pameci, 4 — ukfad rowna
liniowych, ktére mana byto rozwazat strategiy sprawdzania

Rysunek 2 tatwo $¢ zadan arkusza podstawowego z podziatem na szkoty

1,00

0,80
0,60
0,40
0,20
0,00
4

8 910111213141516171819202122232425

HLO =T mRAZEM

Powyzsze dane wskazyjze uczniowie licedw ogoélnoksztalcych s lepiej przygotowani do
egzaminu maturalnego z matematykt nczniowie pozostatych typéw szkét i wynikiednie przez
nich uzyskane w arkuszu z poziomu podstawowegonvgzsze od wynikébw uzyskanych przez
absolwentow pozostatych typow szkot.

4.3 Analiza statystyczna wynikow arkusza rozszerzonego

Ponizej przedstawiono warfoi wybranych wskanikbw wykonania zadg takie jak np.
wskaznik tatwaosci poszczegolnych zada zestawu zadaz arkusza rozszerzonego oraz tafeiaada
w poszczegoélnych obszarach standardow wymmaggzaminacyjnych. Przedstawione dane datycz
calej grupy abiturientow, ktorzy wybrali matematyka poziomie rozszerzonym.

4.3.1 Wskazniki statystyczne arkusza rozszerzonego

W Tabeli 11. przedstawiono wastm wybranych wskanikéw statystycznych (wynik
maksymalny, minimalny iredni wyraone w punktach i procentach) uzyskane przez azgel
za rozwazanie zada z arkusza rozszerzonegdl tabeli nie podano statystyki dla LP, LU i TU ze
wzgledu na mate wartei statystyczne.

Tabela 11. Warto $ci parametrow statystycznych wynikéw zdaj  acych na poziomie rozszerzonym

Zdajacy
Parametr statystyczny
LO T Razem

Liczba zdajacych 1667 278 1953
Wynik minimalny w punktach 0,00 0,00 0,00
Wynik maksymalny w punktach 50,00 47,00 50,00
Wynik $redni w punktach 31,36 18,12 29,37
Wynik $redni w % 62,72 36,24 58,75
Modalna w punktach 34,00 8,00 34,00
Mediana w punktach 33,00 16,00 31,00
Odchylenie standardowe w pkt. 11,22 12,19 12,34
Odchylenie standardowe w % 22,43 24,38 24,67
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Analizie statystycznej poddano wyniki 1 9%8lapcych egzamin maturalny z matematyki
w maju 2013 roku. Statystyczny maturzysta uzyskaiilw 29,37 punktéw, co stanowi 58,75% liczby
punktéw maliwych do uzyskania za rozwdanie zadé& arkusza z poziomu rozszerzonego. Rgzst
wynikow wynosi 50 punktow i wskazuje na bardzozelweré&nicowanie umigjtnosci zdapcych.
Wartas¢ miary rozrzutu (odchylenie standardowe) — 12,3dbznacza,ze okoto 70% zdagych
uzyskato wyniki z przedziatu 17 — 42 punktow.

4.3.2 tatwosé¢ zadan w obszarach sprawdzanych tréci wymagan egzaminacyjnych

Tabela 12. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tre $ci poziomu rozszerzonego

Lp.| Zakres tre $ci Numer’y Liczpa Wskai’nik Odchylenie
' zadan punktow tatwo $ci | standardowe

1. | Liczby rzeczywiste - - - -

2. |Wyrazenia algebraiczne 8 4 0,74 0,37

3. |Rownania i nieréwnosci 1,6 10 0,65 0,34

4. |Funkcje 12 3 0,68 0,34

5. | Ciagi liczbowe 5 5 0,83 0,28

6. | Trygonometria 4 4 0,75 0,34

7. | Planimetria 2,9 9 0,49 0,37

8. Geom_etrlia na ptaszczyznie 7 4 0.61 0.40
kartezjanskiej

9. | Stereometria 10 4 0,30 0,35

10. Elementy stgty;tyki .opisoyvej; teoria 3 11 7 0,39 0,29
prawdopodobienstwa i kombinatoryka

Powysze wyniki wskazwj, ze dla zdajcych najtrudniejszymi dzialami matematyka: s
~Elementy statystyki opisowej, teoria prawdopodaBigva i kombinatoryka” (0,39) i ,Stereometria” —
dowad (0,30).

4.3.3 tatwosé zadan w obszarach standardow wymaga egzaminacyjnych

Tabela 13  Warto $ci parametréw statystycznych zada n arkusza dla poziomu rozszerzonego w obszarach
standardow wymaga nh egzaminacyjnych

Obszar standardow Srednia Odchylenie standardowe
2. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji 0,74 0,37
3. Modelowanie matematyczne 0,69 0,24
4. Uzycie i tworzenie strategii 0,56 0,26
5. Rozumowanie i argumentacja 0,44 0,45

Analiza tatwdci zada w poszczegolnych obszarach standardow wykazej@ajtrudniejsze
okazato s rozwiazywanie zada badajcych umiegtnosci opisane w standardzie Vrezumowanie i
argumentacja — wygbujacy w zadaniach na dowodzenie.

Udziat punktéw maliwych do uzyskania za kdy z tych obszarow przedstawia Tabela 14.

Tabela 14. Przyporz adkowanie zada n i punktow do obszaréw standardéw wymaga  n egzaminacyjnych

Obszar standardow Numer zadania L|czpa Waga
w arkuszu punktéw
2.Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji 8 4 8%
3. Modelowanie matematyczne 5,11 9 18%
4. Uzycie i tworzenie strategii 1,3,4,6,7,9, 10, 12 4 66%
5. Rozumowanie i argumentacja 2 4 8%
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4.3.4 tatwos¢ zadah i rozktad ich wynikow

Arkusz egzaminacyjny rozszerzony byt dla adgch umiarkowanie trudny (0,59).
Najtrudniejsze okazaty szadania:

* 3. —obliczenia z kombinatoryki,

* 10. — zadanie ze stereometrii, znalezienieazkéw miarowych w ostrostupie.
Najtatwiejsze okazaty sizadania:

e 5. —mix chgdw

* 4. —rOwnanie trygonometryczne.
Stopier wykonania zadaz arkusza rozszerzonego przedstawiono w Tabekchl®6.

Tabela 15. tatwo $¢ zadan arkusza rozszerzonego

Numery

adann | 1| 2| 3| 4|5 |6 | 7|8 |9 |10|11 |12

tamoS¢ 1 0,66 | 0,44 | 0,22 | 0,75 | 0,83 | 0,64 | 0,61 | 0,74 | 0,53 | 0,30 | 0,51 | 0,68
Rysunek 2 tatwo $¢ zadan arkusza rozszerzonego

0,83
0,75
0,64 0,61 0.7
0.44 053 051
022 I I 030

Rysunek 3 tatwo $¢ zadan arkusza rozszerzonego z podziatem na szkot

1,00

0,90

0,80

0,70

0,60
0,50
0,40
0,30

~ A~

Powyzsze dane wskazyjze uczniowie licedw ogoélnoksztalcych s lepiej przygotowani do
egzaminu maturalnego z matematyki nczniowie technikum i wynikgrednie przez nich uzyskane
w arkuszu z poziomu rozszerzonege Wwyzsze od wynikébw uzyskanych przez absolwentéw
pozostatych typow szkot.
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Tabela 16. Interpretacja wska znika tatwo $ci zadan arkusza rozszerzonego
Stopie n trudno $ci Wska znik tatwo $ci Numery zada n I;'acég?]
Bardzo trudne 0,00-0,19 — -
Trudne 0,20-0,49 2,3,10 3
Umiarkowanie trudne 0,50-0,69 1,6,7,9, 11, 12 6
Latwe 0,70-0,89 4,5,8 3
Bardzo tatwe 0,90-1,00

Sparod zada umieszczonych w arkuszu dla poziomu rozszerzomegdyto zada bardzo
trudnych i bardzo tatwych.

4.4 Analiza jakosciowa zada egzaminacyjnych

Analizy zada zamkngtych dokonano ze wzglu na najbardziej optymalne strategie
rozwigzania danych zada

Wskazniki tatwosci zada w okregu s porownywalne z krajowymi i typowe ddy w
rozwiazaniach byty analogiczne jak w skali kraju.

Analiza jak@dciowa poszczegolnych zatlavykazuje,ze zadania egzaminacyjne dobrze ilugtruj
standardy wymageegzaminacyjnych.
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Arkusz podstawowy — zadania zamgi@

Wykorzystanie i tworzenie informacji
Zadania: 3, 4, 7, 10, 11, 15, 16, 20, 23
Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji
Zadania: 1,5, 6, 8, 9, 12, 13, 14, 17, 18, 19, 21, 24, 25
Modelowanie matematyczne

Zadania: 2, 22

STRATEGIA OTWIERANIA

Strategia otwierania polega na tym,ze uczeh rozwigzuje zadanie jako otwarte, a otrzymany
wynik odszukuje wsréd zaproponowanych odpowiedzi.

STRATEGIA SPRAWDZANIA
Strategia sprawdzania warunkow polega na tym,ze uczeé sprawdza, dla ktorej z
zaproponowanych odpowiedzi spetnionegsvszystkie warunki zadania.

STRATEGIA ELIMINACJI
Strategia eliminacji i preferencji polega na odrzueniu tych odpowiedzi, ktére nie spetniaj
warunkow zadania, pocawszy od odpowiedzi najbardziej odbiegajcych od warunkéw zadania,
konczac na tych najbardziej zblizonych.

t ACZENIE STRATEGII
L aczenie strategii (strategia mieszana) polega na tynie uczeéd rozwigzuje zadanie r@nymi
strategiami, np. zaczyna od eliminacji dwéch odpowidzi, a potem otwiera zadanie albo
sprawdza, czy ktora z pozostatych odpowiedzi spetnia warunki zadania.
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STRATEGIA OTWIERANIA

Zadanie 3.
Liczba log100- log, € jest rowna

A -2 B. -1 C. 0 D. 1

Sprawdzane umiegtnosci
Wykonanie obliczé z zastosowaniem wzoréw na logarytm iloczynu, lgtiarilorazu i logarytm paegi o
wyktadniku naturalnym (1.1.h)

Poprawna odpowierd B — fatwe

70,01
049 1493 .-' 499 988
) |V F
oP A B C D
Zadanie 13.
Ciag (an) okreslony dlan=1 jest arytmetyczny oraa; =10 i a, =14. Pierwszy wyraz tego gyu
jest rowny
A gy=-2 B. =2 C. =6 D. =12
Sprawdzane umiegtnosci
Wykorzystanie wtasnii ciagu arytmetycznego (11.5.c)
Poprawna odpowied B — bardzo tatwe
93,09
"
0,12 2,58 . 3,26 094
- v = 4 B
oP A B C D

Zadanie 17
Punkty A=(-1,2) i B=(5,-2) s dwoma ssiednimi wierzchotkami romb#BCD. Obwod tego
rombu jest réwny

A. 13 B. 13 C. 676 D. 8/13

Sprawdzane umiegtnosci
Obliczanie odlegtéci punktéw na ptaszczyie i obwodu rombu (11.8.€)

Poprawna odpowied B — tatwe

78.78
033 510 1260 35, .
OoP A B C D
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STRATEGIA SPRAWDZANIA
Zadanie 4.

5x+3y=3
Rozwigzaniem ukfadu r()wrfa{ y jest para liczb

8x—-6y=48
A. x=-3iy=4 B. x=-3iy=6 C. x=3iy=-4 D. x=9iy=4

Sprawdzane umiegtnosci
Rozwigzanie uktadu réwnaliniowych (1.3.c)

Poprawna odpowied C — tatwe

87,01
y
0,08 3,80 6,44 . 2,68
. B B . —_—
opP A B C D
Zadanie 12.
Ciag (27, 18,x+ 3 jest geometryczny. Wtedy
A. x=4 B. x=5 C. x=7 D. x=9

Sprawdzane umiegtnosci
Wykorzystanie wiasn@i ciagu geometrycznego (11.5.c)

Poprawna odpowied C — tatwe

0,13 443

A 3

oP D
Zadanie 24.
Mediana uporgdkowanego niemalggo zestawu sZeiu liczb: 1, 2, 3,x, 5, ¢ jest rowna 4. Wtedy
A x=2 B. x=3 C. x=4 D. x=5
Sprawdzane umiegtnosci
Obliczanie mediany upogdkowanego zestawu danych (11.10.a)
Poprawna odpowied C — tatwe

82,33

A
10,10 I
—ar ar By > 7
A C D
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STRATEGIA ELIMINACJI

Zadanie 1.
Wskaz rysunek, na ktérym zaznaczony jest zbior wszyhtkiczb rzeczywistych spetnigych

nierownge |x+4 < 5.

A 5 = ) >
-9 -4 1 X

B. 5 : b >
-1 4 9 X

C. 3 = 5 >
-9 -5 -1 X

D. 5 = L,
1 5 9 X

Sprawdzane umiegtnosci

nieréwndci typu [X—a < b (I1.1.f)

Poprawna odpowied B — tatwe

010 755 7,36 10,97
oP A B C D

Zadanie 6
Wierzchotkiem paraboli o rownaniy = —3( X— 2)2 + 4 jest punkt o wspétnych

A. (-2,-4) B. (-2,4) C. (2,-9 D. (2,9

Sprawdzane umiegtnosci
Odczytanie ze wzoru funkcji kwadratowej wspéttmych wierzchotka paraboli (11.4.h)

Poprawna odpowied D — umiarkowanie trudne

6743
A
016 403 1506 13,31 .l
QoP A B & D
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Zadanie 9.
Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu mgviumkciji liniowej y = ax+ b.
¥

\ 0 X
\

Jakie znaki majwspotczynnikiai b ?

A. a<0ib<0 B. a<0ib>0 C.a>0ib<0 D. a>0ib>0

Sprawdzane umiegtnosci

Wykorzystanie wspotczynnikdw we wzorze funkcji bmiej do okrélenia potaenia prostej w uktadzi
wspoétrzdnych (11.4.9)

Poprawna odpowiegd B — umiarkowanie trudne

D

Zadanie 16.
Liczba rzeczywistych rozwiai rownania(x +1) (x+ 2)( X+3

S———

= 0 jest rébwna

A. 0O B. 1 C. 2 D. 4

Sprawdzane umiegtnosci
Rozwigzanie rownania wielomianowego (1.3.d)
Poprawna odpowiegd B — umiarkowanie trudne

62,29
A

0.14 10,75 6,71

I

I 20,12
/_-!7

op A B C D
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t ACZENIE STRATEGII

Zadanie 8.

Prosta o rownaniwy = 2 x+1 jest prostopadta do prostej o rownaryie —g x—1. Stad wynika,ze
m

A. m=-3 B. m== C. m:g D. m=3

Sprawdzane umiegtnosci
Badanie prostopadioi prostych na podstawie ich rowhkierunkowych (11.8.c)

Poprawna odpowied B — tatwe

75,53

Zadanie 14.

. - 3 : . .
Kat a jest ostry |S|na:7. Wartdi¢ wyrazenia cos’ a — 2 jest rowna

A - B. -

NI

U 1 c. = D.
4 4 2

Sprawdzane umiegtnosci
Zastosowanie prostych zagkow midzy funkcjami trygonometrycznymiaka ostrego do obliczen
wartasci wyrazenia (11.6.c)

Poprawna odpowied B — tatwe

73,61

0,28
A
oP A B C D
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Zadania otwarte

Omawiajc sposoby rozwizania zada otwartych, odwotujemy sido rozwiazan i schematow
ich oceniania (z uwzgtinieniem kryteribw oceniania zdajych ze specyficznymi trudéciami w
uczeniu s§ matematyki) zawartych WKryteria oceniania odpowiedzopublikowanych na stronie
internetowej CKE:

Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji

Zadania: 26, 27, 29, 30

Modelowanie matematyczne

Zadania: 34

Uzycie i tworzenie strateqgii

Zadania: 32, 33

Rozumowanie i argumentacja

Zadania: 28, 31

Zadanie 26.(2 pkt)
Rozwiaz rownaniex® + 2x* — 8x—16= C.

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie réwnania wielomianowego mejawzktadu na czynniki (standard ).

Wskaznik tatwos$ci zadania dla Wskaznik tatwos$ci zadania dla
ogotu zdajcych LO LP LU T TU
0,68 —umiarkowanie trudne 0,77 0,47 0,18 0,61 0,23

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
Przedstawiamy lewstrore rGwnania w postaci iloczynu, stogsajmeto@ grupowania
wyrazow:
x(¥-8)+2(¥-8=0 lub x*(x+2)-8(x+2)=0
(x+2)(¥-8)=0.

Stad Xx=—-2 lub x=—/8=-2/2 lub x=/8=2/2.
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Przydziat punktow za rozwiagzanie zadania
WA =T o A 011 74 Y] 1 41U | = 1 pkt

gdy zapisze lewstrorg réwnania w postaci iloczynu, np(x + 2)(x2 - 8) ,

(x+ 2)(x—\/§)( X+ \/?3) przy czym postata musi by otrzymana w spos6b poprawny i na ty
poprzestanie lub dalej popetnetdy.

ZAJACY OIrZYIMUJE .oeieiiiiiiiiietee e e ettt ettt e e e e e e e e e e e e e e s s s e nnnnnraeaeeaeeeeeas 2 pkt

gdy wyznaczy bezbtinie wszystkie rozwazania rbwnaniax=-2, x= -J8, x=48.

Komentarz

Zadanie kolejny raz okazatoesilla ogétu zdajcych umiarkowanie trudne, dla absolwentg

LO — tatwe.
Mimo iz ten typ zadania pojawiat¢sha wszystkich egzaminach maturalnych, to tylko 5
zdapcych rozwazato to zadanie poprawnie, 26% uzyskato O punkfiezostali zdajcy nadal
popetniali bkdy na r@nych etapach rozwzywania zadania:

* niepoprawnego grupowania wyrazow, ng(x+2)-8(x-2),
* niepoprawnego grupowania wyrazow, ng(x+2) 8(x+2) (pomijanie znaku dziatania),
« niewtasciwego rozktadu na czynniki, np (x+2) - 8( x-2) :( X - 8)( x+ (% 2

« niewtasciwego dzieleniax® + 2x° —8x= 16/ :x i rozwigzywania rownania x* +2x-8= 0,
obliczaniaA i pierwiastkdéw rownania.

Zadania 27. @ pki

Kat a jest ostry isina :g. Oblicz wartd¢ wyrazeniasin®a — 3cosa .

7%

Sprawdzane umiegtnosci

ostrego (standard IV —2ycie i tworzenie strategii).

Zastosowanie prostych zagkOw midzy funkcjami trygonometrycznymi tego sameggak

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
ogé6tu zdajcych LO LP LU T TU
0,69 — umiarkowanie trudne 0,78 0,46 0,20 0,61 0,21

Przyktadowe poprawne zapisy rozwgzania

1) Poniewa a jest ostry ising :g , Wiec a =60°. Zatemcosa = cos 602%.

Stad sinza—3co§a:(§J - é—lj = (

2

2) Korzystajc z tazsamdci sin’ a + cos a = J, przeksztatcamy wysznie
sin’ a - 3coda do postaci4sir? a — 3, a nasgpnie obliczamy jego warfo:
4sif a - 3= Q.
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Przydziat punktéw za zadanie
Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

; o - 1
* Zzapisze wart& cosinusa ia a: cosa =§

albo
+ zapisze wyrzenie w postacsin®a — 3(1— sirfa') I na tym poprzestanie lub dalej pope

bledy

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy,ze sin®a - 3coda = (.

Komentarz

Zadanie okazato sidla absolwentow LU i TU trudne, a dla pozostatydapcych tatwe.
W rozwiazaniu najwaniejszy byt wybor metody i konsekwentne przeprovesue
rozwigzania do kéca. Zdajcy najczsciej stosowali pierwszy sposéb rozwania, czyli

odczytywalicosa = cos 66):1 I obliczali warté¢ wyrazania. Ok. 13% zdagych otrzymatqg

tni

1 punkt.Wielu piszacych bfednie wykonywato rachunki arytmetyczne.

Zadanie 28.(2 pkt)

Udowodnij,ze dla dowolnych liczb rzeczywistyehy, z takich,ze x+ y+ z=0, prawdziwa jest

nierownag¢ xy+ yz+ zx0.

Mozesz skorzystaz tazsamgci (x+ y+ z)2 =X+ )?+ 7+2 X¢2 Xz 2y

Sprawdzana umiegtnos¢
Uzasadnienie prawdziwoi nierowndgci algebraicznej (standard V).

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty

og6tu zdajpcych LO LP LU T TU

0,11 — bardzo trudne 0,18 0,01 0,00 0,04 0,00

Przyktadowy poprawny zapis rozwhzania
Podnosimy obie strony réwed x+ y+ z=0 do kwadratu i otrzymujemy roOwsé

rownowana
X2 + y2+ 22+2xy+ 2xz#2 yz 0.
Stad

Xy+ Xz+ yz:—%( K+ g+ %).

Poniewa suma kwadratow liczk, y, z jest nieujemna, wC —%(x2 + y2 + 22) <0, czyli

xy+ yz+ zx 0, co kaczy dowad.

Przydziat punktow za takie rozwigzanie
Zdajacy otrzymuje 1 pkt gdy podniesie obie strony row§t x+ y+ z=0 do kwadratu i

zapisze npxy+ xz+ yz= —% %——; ﬁ——; Z lub 2Xy+ 2Xz+ 2 yz=— £- ﬁ— Z
: . , , .- 15, 15, 15
I na tym dowdd zakieczy nie uzasadniag znaku wyraenla—Ex =3 y > Z° lub

2

-x2-y?- 2.
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Zdajacy otrzymuje 2 pkt jesli przedstawi kompletny dowod.

Komentarz

Zadanie okazato sidla absolwentow LO trudne, a dla pozostatych amajh bardzo trudne i
byto to najtrudniejsze zadanie w tym arkuszu.

Zadania typuWVyka... z regulty budz obawy zdacych. Tak byto réwnig w tym przypadku
Ponad 83% maturzystow nie peldj proby rozwiazania tego zadania.

Tylko 10% zdajcych poprawnie wykorzystato zaenia i uzasadnito prawdziw® podanej

nierébwnaci algebraicznej. Jednak nagéziej zdajcy przeksztalcali rownanie do postaci

X2 + y2+ Z2+2 xy+ 2 xz 2 yz 0i na tym kaczyli dowod. Za takie rozwranie uzyskiwali
1 punkt.

Nadal pojawialy sie rozwigzania, w ktorych zdajgcy dowodzili prawdziwaosci tezy dla
kilku wybranych liczb i wnioskowali na tej podstawie o prawdziwdaci tezy dla wszystkich
liczb spetniajacych zalaenie.

Zadanie 29.(2 pkt)
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkéjix) okreslonej dlax0(~7,8).

b

»

Y

—
—
——

H NN WA O N ©

w X

h oA S D e

i
~

(o]

Odczytaj z wykresu i zapisz:
a) najwigksza wartas¢ funkcji f

b) zbidr rozwhzan nieréwnaci f(x)<O.

Sprawdzane umiegtnosci
Odczytywanie z wykresu funkcji zbioru jej wastd oraz przedziatéw, w ktérych funkc|
przyjmuje wartdci ujemne (11.4.b)

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
og6tu zdajcych LO LP LU T TU
2011 rok
0,55 — umiarkowanie trudne 0,60 0.33 014 0.39 0.22
2013 rok
0,55 — umiarkowanie trudne 0.64 0,32 0.15 0.46 0.15
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Przyktadowy poprawny zapis rozwgzania
Odczytujemy z wykresu najekszy wartas¢ funkcji f . Jest ona rowna 7.
Podajemy zbidér tych wszystkich argumentéw, dla ybr funkcjaf przyjmuje wartéci

ujemne(-3,5).

Przydziat punktow za zadanie

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

» poda najwksz wartas¢ funkcji: 7 i nie poda zbioru tych wszystkich argembow, dla
ktorych funkcjaf przyjmuje wartéci ujemne

albo
* poda zbiér tych wszystkich argumentow, dla ktérfiatkcjaf przyjmuje wartéci ujemne:

(-3,5) i nie poda najwikszej wartdci funkcii f.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy poda najwiksza wartas¢ funkcji oraz poda zbiér tych
wszystkich argumentow, dla ktérych funkéjgrzyjmuje wartéci ujemne: 7,(-3,5).

Komentarz

okazato si dla og6tu zdajcych umiarkowanie trudne.
Badato elementasn dla ucznia szkoty ponadgimnazjalnej umgieps¢ odczytywania
podstawowych wiasréai funkcji z jej wykresu. Tylko 37,08 % zdaych poprawnig
odczytato i zapisato wskazane wiastiofunkcji, otrzymuac tym samym 2 punkty. Niestet
28,24 % zdajcych nie udzielito poprawnej odpowiedzi dadnego z podanych polece
Zdajcy mylili wartos¢ funkcji z punktem o najwkszej rzdnej, sad czsto pojawiata si
odpowied (6,7) albo zapisywali argument=6 lub x=8. Podobnie w przypadku zapi
zapisz zbior rozwizai nierownaci f(x)<O0, powyzej 40% zdajcych nie umiato poprawni
zinterpretowa tego zapisu. Pojawiaty sbledne zapisy przedziatu, n§-3,5 Iub (-6, 7),
lub (-3, 0). W zadaniu tym wyspity:

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnéci w uczeniu s¢ matematyki

W rozwiazaniu podpunktu b) akceptujemy zapisya (5,-3), x0(3,5), x0(3,-5).

Podobne zadanie byto w arkuszu w 2011 roku i jegevdci byty bardzo zblione. Zadanie
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Zadanie 30.(2 pkt)

Rozwiaz nieréwna¢é 2x% = 7x+ 5> 0.

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie nierowngci kwadratowej (standard II).

Wskaznik tatwos$ci zadania dla Wskaznik tatwos$ci zadania dla
0gotu zdajcych LO LP LU T TU
0,73 — tatwe 0,80 0,53 0,29 0,69 0,31

Przyktadowy poprawny zapis rozwgzania
Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowe@a® - 7x+5
Obliczamy wyr@nik tego trojmianuA =49-4[2[5=9 i stad x, = ? =1 orazx, = ;:3 :—g

Podajemy zbior rozwizan nierwndci: (-0, 1) 0(5,+e) lub x0 (-0, 1) 0(5,+e0)

Iub(xsllubng).

Przydziat punktow za takie rozwigzanie
Zdajacy otrzymuje 1 pkt, gdy obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadnaggo x, =1, X, :g [

na tym poprzestanie lubdolnie zapisze zbior rozazan nierowndgci,
Zdajacy otrzymuje 2 pkt, gdy zapisze zbior rozwzan nierowngci: (—oo, 1> O <§ , +oo) .

Komentarz
Zadanie okazato sitatwe dla ogotu zdagych i bylo najtatwiejszym zadaniem otwartym w tym
zestawie egzaminacyjnym.
Tylko 56,66% (55% w roku 2012) zdajych rozwazato to zadanie poprawnie, pozostali popetriali
btedy na r@nych etapach rozwzywania zadania:

* popetnili bkdy rachunkowe przy obliczaniu pierwiastkow tréjmigkwadratowego

e prawidlowo wyznaczali pierwiastki tréjmianu kwadratego, ale hkidnie podawali zbiér

rozwiazah nierowndci, np. wskazujc obliczone pierwiastki jako zbior rozayzian tej
nierdbwnaci,

«  blednie zapisywali zbior rozwan nieréwndci, np. w postaci przedziafi,$) lub (1,5).
Odnotowano rownie rozwiazania, w ktérych popetnili bty rachunkowe przy obliczaniu
pierwiastkow tréjmianu kwadratowego, a r@stie konsekwentnie do popetnionegqdu zapisywali
zbidr rozwhzan nierébwndci. Za takie rozwjzania zdajcy mogli otrzyma 1 punkt.

Grupa okoto 14,7% zdajych nie otrzymata nawet jednego punktu za razamie tej nierOWni
kwadratowej, mimoz ten typ zadania pojawiagstorocznie na egzaminie maturalnym..

W zadaniu tym wysapity:

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnéci w uczeniu s¢ matematyki

1. Akceptujemy sytuae¢j gdy zdajcy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianx| =1, x, :g

i zapisze, npr(—oo, —1> [ <§ ,+oo), popetniagc tym samym kid przy przepisywaniu jednego
z pierwiastkow, to za takie rozgzanie otrzymuje punkty.
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Zadanie 31.(2 pkt)
Wykaz, ze liczba6'® - 2[6*° + 106 jest podzielna przez 17.

Sprawdzane umiegtnosci
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (V.1.9)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,23 — trudne 0,34 0,06 0,01 0,10

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
Wytaczamy wspolny czynnik przed nawids® [ﬁ62 - 2[6+10). Doprowadzamy
do postacie® [R[17.

Przydziat punktéw za zadanie

Zdajacy otrzymuijel pkt, gdy zapisze liczd 6'° - 2[6*° +106°*w postaci iloczynu, w
ktorym jeden z czynnikow jest pap 6, gdzie80< k < 98, np. 698(62— 206+ 1() i na tym
poprzestanie lub dalej popetniadhy.

Zdajacy otrzymuje 2 pkt, gdy zapisze liczbw postaci, w ktorej widapodzielnd¢ przez 17
albo przeprowadzi rozumowanie uzasadigi@jpodzielnét przez 17.

Komentarz

Zadanie okazato sidla ogétu zdajcych trudne, dla absolwentéw T, LP i LU bard
trudne. Prawie 73,88% absolwentow nie ptmjproby rozwizania tego problemu, g
potwierdza,ze zadania ze standardu V — Rozumowanie i argumjantac sprawigg w
dalszym cagu due kiopoty zdajcym i pokazu, ze dziatania na pegjach nie § opanowane
w stopniu dostatecznym. A przeziezory byty dostpne, tylko zdajcy nie potrafi z nich
korzyst&.

Ok 2% pisacych zapisato licz 6'° - 2[6*° +106B*® w postaci iloczynu, w ktoryn
jeden z czynnikdw jest paga 6°, gdzie 80<k< 98, ale nie potrafili zapisa petnego

Z0

uzasadnienia. Pelny sukces odniosto 24%azgah.

Zadanie 32.(4 pkt)

PunktS jestsrodkiem okegu opisanego na trgjkie ostrolitnym ABC. Kat ACSjest trzy razy wgkszy

od kataBAS a kgt CBSjest dwa razy wekszy od ktaBAS Oblicz katy trojkata ABC.
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Sprawdzane umiegtnosci
Wyznaczanie zwizkdw miarowych w figurach ptaskich (IV.7.c)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogoétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,39 —trudne 0,50 0,14 0,06 0,27

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania

Poniewa trojkat ABC jest ostroktny, wiec srodek okegu opisanego na tym trGjgie lezy

wewnatrz tego trojlata. Niecha oznacza miarkata BAS Wowczas
[pCBY=2ai|[JACY=30c.

C

o,
: 22N

A B
Kazdy z trojkatow ABS BCSi CASjest rownoramienny, Wc
D ABY=|0 BA$=a, [JBCY=[] CB$=2a,|ICAY=|] ACH=3a.
Miary katow tréjkata ABC sa wigc réwne |1 BAC|=4a, |1 CBA=3a, [ ACB =50 .

Suma miar ktéw trojkata jest rowndl8(, zatemda + 3o + 50 = 180, 120 =180, a =15°.
Wiec [0 BAC|=4a = 4[15 = 60, |1 CBA=3a =305 = 43, [J ACB =50 =505 = 753.

Przydziat punktoéw za zadanie

Rozwiazanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg
rozwigzania — 1 pkt

e Zapisanie miar #6w BAS ACSi CBSw zaleznosci od jednej zmiennej, np|D BAS} =qa,

[PCBY=2ai|[JACY=3a

albo
» wykorzystanie faktuze co najmniej dwa sgodd trojkatow ABS BCSi CASsa

réwnoramienne, np|l ABY=[0 BA§, [JBCY =[] CB$, |1 CAg=|0 AC§.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny posgp — 2 pkt
e Zapisanie miar #6w BAS ACSi CBSw zaleznosci od jednej zmiennej, np|D BAS} =qa,
[P CBY=2a i [JACY=3a i wykorzystanie faktuze co najmniej dwa sgodd trojkatow
ABS BCSi CASsy réwnoramienne, np[ AB§=|0 BAE, [1 BCY=[1 CBS,
D CAY=[0 ACE.
Pokonanie zasadniczych trudngci zadania — 3 pkt
Zapisanie rownania z jedmiewiadona pozwalajicego obliczg miary katow trojkata

ABC np.: 4a+30+5 =180.
Rozwigzanie petne — 4 pkt
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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

Obliczenie miar ktow tréjkataABC: |1 BAQ =60, [J CBA=45", [1 ACB=75".

Komentarz

Zadanie okazato sidla ogotu zdajcych trudne. Prawie 42% absolwentow nie ptud
préby rozwazania tego problemu.
Rozwhzywanie zada z planimetrii, stanowi dia trudncé¢, bez wzgédu na stopig ich
ztozonasci. W omawianym zadaniu zdaly mieli przeprowadZi proste rozumowanie opar
na wiasnéciach symetralnych bokoéw trgjta oraz wykorzysia ze suma ktow
wewrgtrznych trojlata jest rownal8(C° .

Ponad 41% zdagych nie podjto proby rozwizania tego zadania, a tylko 30
maturzystow poprawnie obliczytaty trojkata ABC. Jednak najegciej zdajcy zapisywali,
ze suma miar 6w wewretrznych w trojlacie rowna jesl80 i nie umieli tego wykorzysta

te

%

Zadanie 33.(4 pkt)

Pole podstawy ostrostupa prawidtowego czwatn&go jest réwne 100 éma jego pole powierzchni

bocznej jest réwne 260 GrOblicz objitos¢ tego ostrostupa.

Sprawdzana umiegtnos¢
Wyznaczanie zwizkdw miarowych w wielécianach. (1V.9.b)

Wskaznik tatwos$ci zadania dla Wskaznik tatwos$ci zadania dla

0ogotu zdajcych LO LP LU T TU

0,50 — umiarkowanie trudne 0,60 0,23 0,12 0,40 0,10

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Pole podstawy ostrostupa jest rowne 10@&cva” =100. Std a=10.
Pole powierzchni bocznej jest rowne ZGOQ(Wﬂ-G;—ah: 260. Std i z poprzedniego wyniku

2[10h = 26C, wiec h=13.
Poniewa tréjkat EOSjest prostoltny, wiec (4 a)2 +H? =1,
+H*=1F,
H? =144,
H=12.
Objetos¢ ostrostupa jest zatem rowné =% PH= ?13 [100C12= 40(.

Odpowied: Objetosé ostrostupa jest réwna 400 &m
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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

Przydziat punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do peinegozwiagzania
— 1 pkt, gdy zdajcy obliczy dlugdé¢ krawedzi podstawy ostrostupa =10.

Pokonanie zasadniczych trudnéci zadania — 3 pkt,gdy zdajcy obliczy wysoké¢ ostrostupa
H=12.

Rozwigzanie petne — 4 pktgdy zdajcy obliczy obgtos¢ ostrostupaV = 400cm.

Komentarz

Tylko 38% zdajcych otrzymato za rozwzanie tego zadania komplet punktéw, a 28% otrzymat
tylko 1 punkt za obliczenie diuga krawedzi podstawy. Zdagry bardzo cgsto obliczali wysokéd
sciany bocznej i przyjmowalize obliczona wysokd jest wysokécia ostrostupa. Zdarzaty i
btednie narysowane ostrostupy kbhie zinterpretowane podane wiedkd

(@)

Zadanie 34. b pki)

Dwa miasta d4czy linia kolejowa o dtugai 336 kilometrow. Pierwszy poag przebyt ¢ tras
w czasie 0 40 minut krotszymznilrugi pocag. Srednia pedkosé pierwszego pogu na tej trasie byta
0 9 km/h wigksza odsredniej pedkosci drugiego pocigu. Obliczsredni predkos¢ kazdego z tych
pociagdw na tej trasie.

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie zadania, umieszczonego w koktak praktycznym, prowadzego do réwnania kwadratowe
(111.3.b)

J

Wskaznik tatwosci zadania dla Wskaznik tatwosci zadania dla
0go6tu zdapcych LO LP LU T TU
2012
0,38 — trudne 0,50 0,08 0,02 0,21 0,03
2013
0,39 — trudne 0,51 013 0,03 0,26 0,02

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
Niech v oznaczaredni predkosé (w km/h) pierwszego poggu na tej trasiet - czas przejazdu (w

godzinach) pierwszego pagu na tej trasie. Wtedy—9 oznaczaredni predkos¢ drugiego pocigu na tej
v[i=336

v—9)(t+§j=336'

trasie,t +§ - czas przejazdu drugiego pagil na tej trasie. Zapisujemy uktad row

. . : 336 . . . , ,
Z pierwszego réwnania wyznaczarhy — i podstawiamy do réwnania drugiego.
Y

Otrzymujemy réwnanie z niewiadanv, ktére przeksztalcamy réwnowse (v-9) (ﬁi +§2j = 336,
v
g - 9EB36—6: 0, 22 —-6v—9[B36= ( (lub 2v* -18v- 9072= (lub v* -9v-4536= ().
v

Rownanie to ma dwa rozgganiav, =72, v, = —63< 0.
Drugie z tych rozwjzan odrzucamy (pgdkaos¢ nie mae by ujemna).
Gdy v=72, to wtedyv-9=63.

Odpowied: Srednia pedkosé¢ pierwszego poagu jest rownaz2 km/h, srednia pedkosé drugiego poeigu
rowna s¢ 63 km/h.
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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

Przydziat punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktdrym posgp jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do catkowitego rozwizania zadania — 1 pkt

Zdajacy zapisze réwnanie, w ktérym co najmniej jednaielkosci (predkos¢, czas) jest uzakmiona od
przyjetej niewiadomej, np.:

(v—9)(t+§) =336 albo (v+ 9)(t—§j = 336.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny posgp — 2 pkt
Zdajacy zapisze ukiad réwiaz niewiadomymiwit, np.:

vi=336 (v—9)(t+:—23j =336 albov[t=336i (v+9)(t—§j = 336.

Pokonanie zasadniczych trudnéci zadania — 3 pkt
Zdajacy zapisze réwnanie z jeginiewiadom v lub't.

(v—9)(3—36+—2j =336 albo (@—gj(t +—2j =336
v 3 t 3

albo (v+9) (@——Zj =336 albo (ﬁﬂ Qj(t ——Zj = 336.
v 3 t 3

Rozwigzanie zadania do kaca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja poprawnasci rozwigzania
(np. drobne bfedy rachunkowe lub wadliwe przepisanie) — 4 pkt

Zdajacy rozwize réwnanie z niewiadogv lub t z bkdem rachunkowym i konsekwentne do popetnione
btedu zapisze mdkosci obu pocigéw albo zdajcy rozwhze réwnanie kwadratowe i zapiszesgkos¢ tylko
jednego poaigu.

Rozwigzanie petne — 5 pkt

Zdajacy obliczysrednie pedkosci obu pocigdéw: srednia pedkosé pierwszego poggu réwna si 72
km/h, érednia pedkos¢ drugiego pocigu rowna si 63 km/h.

W zadaniu tym wysapity:

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnéci w uczeniu s¢ matematyki

Komentarz

Zadania tego typu wygbuja od kilku lat w arkuszach egzaminu maturalnegongdd 58% zdajcych
otrzymato O punktow za roze#anie tego zadania. $6d tych, ktérzy podji si¢ rozwiazania 6% zdagych
zapisywato tylko rownanie lub uklad réwna na tym kaiczyli i za ten etap rozwkania, zgodnie z
schematem oceniania, zgley otrzymywalil (za zapisanie tylko jednego réwnania) Ripunkty.

Btedy w rozwizaniu zadania pojawiatygsna r@nych etapach. Zdagy, np.:

W

e nie zamienili 40 minut na% godziny

* btednie zapisywali rownanie opisige zalenosci dla pierwszego pogjju i okazywato s, ze jedzie
on diuzej i wolniej niz drugi

» popetniali bédy przy przeksztatceniu uktadu do réwnania kwadvaigo

* blednie interpretowali tr& zadania i porownywali wielksai réznych typow, np. zapisywali uktad
v[=336 b v[i=336
u
(v—-9)(t+40) = 33¢ (v—=9)=(t+40)

Poziom rozszerzony
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Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadeonegku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewodztujawsko-pomorskiego

Omawiajc sposoby rozvwgzania zada otwartych, odwotujemy sido standardow, rozazan
i schematdéw ich oceniania zawartychKwyteriach oceniania odpowiedzpublikowanych na stronie

internetowej CKE:
Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji

Zadanie 8.

Reszta z dzielenia WielomiarW( x) =4xX -5xX-23x n przez dwumianx+1 jest rowna 20. Oblicz

wartas¢ wspotczynnikan oraz pierwiastki tego wielomianu.

Sprawdzane umiegtnosci
Zastosowanie twierdzenia o reszcie z dzieleniaomé&nu przez dwumiax—a i twierdzenia
o pierwiastkach wymiernych wielomianu (11.2.b.c.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych 0,74 - fatwe

Przyktadowy poprawny zapis rozwhzania:
Reszta z dzielenia wielomia® przez dwumianx+1 jest rownaw (—1) .

Zatem
4(-)°-5-2°- 23— }+m= 2

Stad m=6. WielomianW ma zatem postaW ( x) =4 X —=5X — 23x+ 6.
Zauwamy,ze W (3) = 408 - 508 - 2313 6 & 36 15 28 )z
Zatem wielomiarWjest podzielny przez dwumiax—3. Wykonupc to dzielenie, otrzymujemy

4% -5x* - 23+ 6=(x- 3( 4+ T 2.
Obliczamy pierwiastki trojmianéx® + 7x— 2: A =7% - 4[4{-2) = 81, Ja =9,

-7-9 _ —7+9_1

= =-2, =
. 8 % 8 4

W rezultacie wielomialV ma trzy pierwiastkix=-2, x=%, x=3.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg
rozwigzania — 1 p.

Zdajacy zapisze réwnanie z niewiadamm, np. 4{-1)° - 50f- 1 - 23f- }+m= 2
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny pos¢p — 2 p.

Zdajacy obliczy warté¢ wspotczynnikam: m=6.

Pokonanie zasadniczych trudnéci zadania — 3 p.

Zdajacy poda jeden z pierwiastkow wielomianu, n@.; podzieli wielomian przez dwumia
(x-3) i otrzyma iloraz4x® + 7x~ 2.
Rozwiazanie petne — 4 p.

Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomiakd -2, %r 3.

Komentarz

Zadanie okazato sidla ogo6tu zdajcych tatwe. Kluczowy dla rozwzania tego zadani
okazat st zapisW(-1) = 20 i wyznaczenie wspotczynniken=6. Ten etap bezétinie pokonatq
12% zdajcych. Wikszas¢ zdapcych bez problemu poradzita sobie az umiegtnoscia, cha
pojawialy s¢ takze inne zapisy, npW(x+1) =20 albo W(-1)=0. Jednak najwice] bkddw
zdapcy popetniali po wyznaczeniu wspétczynnika, na etapie rozwizywania réwnania
4x°® -5x* — 23x+ 6= (, czyli w umiegtnosci, ktéra na poziomie rozszerzonym nie powir

|
na

sprawia zadnych trudngci.
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Modelowanie matematyczne
Zadania: 5, 11
Zadanie 5. 6 pki)

Ciag liczbowy (a, b, ¢) jest arytmetyczny ia+b+ c=33, natomiast ag (a-1 b+5,¢c+19 jest

geometryczny. Oblica, b, c.

Sprawdzane umiegtnosci
Wykorzystanie wlasrnii ciagu geometrycznego oraz wtasnociagu arytmetycznego (111.5)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych | 0,83 - fatwe

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
a+b+c=33
Zapisujemy ukfad rownmasa+c=2b
(b+5)° =(a-1)(c+19
Podstawiamy do pierwszego réwnania, w miejagec wyrazenie 2b i otrzymujemy rownanie
b=11
3b =33, skad b=11. Uklad rowna przyjmuje zatem posta;a+c=22
16’ =(a-1)(c+19
Réwnania drugie i trzecie twaraziktad z dwiema niewiadomymi, ktory rozwemy, podstawiag
wyrazenie 22—a w miejsce niewiadomegw rownaniu trzecim. Otrzymujemy zatem réwnanie

kwadratowe z niewiadoma: a® - 42a+ 297= (. Zatema=33 lub a=9.

Jezeli a=33,to c=-11i oczywicie b=11.

Otrzymujemy zatem ag arytmetyczny(33, 11,- 1), a po odpowiednich przeksztatceniacigci
geometryczn)(32, 16, 8 .Jeelizad a=9,to c=13i b=11. Otrzymujemy teraz ag
arytmetyczny(9, 11, 13 , @ po wykonaniu odpowiednich przeksztatceg geometryczny

(8,16, 39 . Szukanymi liczbamiszatem:a=33, b=11, c=-11lub a=9, b=11, c=13.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym posgp jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do petnegrozwigzania
zadania — 1 pkt,gdy zdajcy wykorzysta wtasniei ciagu arytmetycznego (geometrycznego) i

zapisze odpowiednie rownanie, b = a+ ¢ albo (b+5)2 =(a-1)(c+19 inatym zakéczy lub
dalej popetni bidy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny posgp — 2 pkt, gdy zdajcy wykorzysta wiasniei obu
ciagow (arytmetycznego i geometrycznego) i zapiszadikbwna umazliwiajacy obliczenie liczb
a+b+c=33
a, b,c,npia+tc=2b i na tym zakaczy lub dalej popetni ktly.
(b+5)" =(a-1)(c+19
Pokonanie zasadniczych trudnéci zadania — 3 pkt,gdy zdagcy przeksztatci uktad réwmado

rownania kwadratowego z niewiademlub ¢, np.a® —42a+ 297= Club c®*-2c-143= 0
i na tym zakaczy lub dalej popetni kty.
Rozwigzanie zadania do kdca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja poprawnosci

rozwigzania (np. bledy rachunkowe) — 4 pkt,gdy zdagcy
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ego

* poprawne rozwize rownanie kwadratowe, odrzuci jedno z razeh | poprawnie wyznaczy

druga trojke liczb
albo
* przeksztaici uktad réwma z jedry niewiadom do rownania kwadratowego z ebkem
rachunkowym, np. bH w redukcji wyrazow podobnych lub w przepisywanikonsekwentnig
doprowadzi rozwjzanie do kaca (o ile otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwavpastki
rzeczywiste).

Rozwigzanie petne — 5 pktgdy zdajcy wyznaczy szukane liczby =33, b=11, c=-11 lub
a=9, b=11 c=13.

Komentarz

Zadanie okazalo sinajtatwiejsze w tym arkuszu. Zday nie mieli problemdw z interpretadjresci
zadania (w tym z wykorzystaniem wiasob ciagu arytmetycznego i geometrycznego). UK
poprawnie zapisato ok. 90% zdeych. Trudnéci pojawity sk na etapie rozwizywania uktadu
rowna.

Najczsciej powtarzajce st bledy w rozwihzaniach zadania, to:

* bledy rachunkowe w przeksztatceniach

» sprawdzanie warunkéw zadania dla kilku wybranychitegai a, b orazc i na podstawie tycl
obliczen formutowanie odpowiedzi, €&to bktdnej

* mylenie cagow ( mniej tego typu bldw niz w poprzednich latach)

* bledy rachunkowe przy prébach wyznaczania kolejnychiaa§w cagu arytmetycznego Iu
Ciagu geometrycznego

* nieuzasadnione odrzucanie jednego z rozii.

tad

—

O

5 punktow zapelne rozwigzanie zadania otrzymato 60% zdajch.

Zadanie 11. @ pki)

Rzucamy cztery razy symetryczszeécienm kostka do gry. Oblicz prawdopodohistwo zdarze
polegajcego na tymze iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkicheceth rzutach dulz
rowny 60.

nia
ie

Sprawdzane umiegtnosci
Wykorzystanie wiasniei prawdopodobigstwa do obliczania prawdopodobstw zdarzé (111.10)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych | 0,51 — umiarkowanie trudne

Przyktadowy poprawny zapis rozwizania
Zdarzeniem elementarnym w tymssidadczeniu jest kaly ciag czteroelementowy, ktérego

wyrazami g liczby ze zbioru{l, 2,3, 4, 5, }a‘ Jest to model klasyczny.

Wszystkich zdarzeelementarnych tego éwiadczenia jest* .

Zauwamy,ze 60=1 P HI6= 1131415 2 . Oznacza toze naley rozpatrzy trzy przypadki:
1) ciagi, ktorych wyrazamisliczby ze zbioru{1,2,5,§ . Jest ich4!=24.

2) ciagi, ktérych wyrazamisliczby ze zbioru{1,3,4,5 . Jest ich4!= 24.

3) ciagi, ktérych wyrazamisliczby ze zbiory{2,3,3 , i ktérych dwa wyrazysdwdéjkami. Jest ich

4[B=12. Otrzymujemy zatem 60 ggow.

Prawdopodobi@gstwo tego zdarzenia jest ¢gi réwne@ -S> .

6" 108
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ego

Schemat oceniania

Zasadnicze trudndci tego zadaniapolegaj na zauwaeniu trzech rénych sposobéw otrzymania
iloczynu rownega60 oraz zliczeniu, w kadym przypadku, liczby mnych czterowyrazowych
ciagow. Za kady rozpatrzony przypadek wraz z oblicagroprawnie liczk ciagdéw zdajcy
otrzymujel punkt.

Czwarty punkt przyznamy zdagemu, ktory zapisze,e prawdopodobiestwo opisanego w téei

zadania zdarzenia jest rc’)wlg , gdzie|Al oznacza obliczanprzez zdajcego liczly ciagow.

Komentarz

Bylo to typowe zadanie, w ktorym zday mial wykazé si¢ umiegtnoscia obliczenia
prawdopodobigstwa w prostej sytuacji probabilistycznej. Dobrandasciwego modelu, zliczeni
odpowiednich wynikow i zastosowanie twierdzeniaggyczna definicja prawdopodohswa” to
najczsciej stosowany sposéb rozwania drugiej cgci zadania. Rozwzanie nie wymagat
stosowania wzorow kombinatorycznych. Zgsj w wigkszaci przypadkow nie mieli problemu
obliczeniem mocyQ . Najwigkszy problem zdagym sprawiat przypadek, w ktérym trzeba by
zliczy¢ liczbe mazliwosci dla iloczynu 60= 2[RI . Zadanie pokazatge wielu zdajcych ma
powazne problemy z rozwizaniem typowych zadaz rachunku prawdopodolsistwa dotyczcych
modelu klasycznego. Niestety w dalszymygei zdarzaty s przypadki rozwiazan, w ktorych
|Al>|Q| Czstym bkdem zdajcych bylo stosowanie #ych modeli, innego do obliczania mo

Q iinnego do obliczenia mocy zbioAi
0 punktow za to zadania otrzymato 27% zgtajch.

112

/to

4 punkty zapetne rozwhzanie zadania otrzymato tylko 13,35% zaeych.
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Uzycie i tworzenie strateqii

Zadania typu jak: 1, 4, 6, 12 pojawiatg sv poprzednich arkuszach egzaminacyjnych

na poziomie rozszerzonym. Analiza rozgan tych zadé pokazujeze zdajcy w
popetniaj ten sam rodzaj biow.

Zadanie 1. @ pki)

Rozwiaz nierowndé [2x—§—|x+4< 2- 2.

Claz

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie nierowngci z wartGcia bezwzgédna (IV.3.e.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogotu zdagcych 0,66 — umiarkowanie trudne

Komentarz

Pojawiapce s¢ w rozwigzaniach bidy pokazuy, ze cz$¢ zdapcych nie opanowata
dostatecznym stopniu umggnosci stosowania definicji warkai bezwzgtdnej, mimoze zadanie
Z wartccia bezwzgédna pojawia s¢ corocznie na egzaminie maturalnym.

Stad na przykiad kidy:

- zapisanie nieréwrigi w postaci2x—-2<(2x- 5 -(x+ 4< 2= X

e zapisywanie nierowrigi bez wskazania przedziatdw

W prezentowanych rozwazaniach najczesciej brakowato jednak wyznaczenia cgsci
wspolnej przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwazan nierownosci. Pojawialy st tez liczne
btedy rachunkowe. Na podkilenie zastuguje fakt,ze poprawne rozweanie zadanis

=4

przedstawita dia grupa zdagych (44%).

Zadanie 4. @ pki)
Rozwiz rownaniecos X+ cox+ ¥ (dla x((0, 2r).

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie rownania trygonometrycznego (1V.6.e.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogotu zdagcych 0,75 — tatwe

Komentarz

Zdajacy, ktorzy przysipili do rozwiazania rownania zazwyczaj nie mieli problemow z debo
strategii zapewniagej sukces w rozwzaniu zadania. Wzécos X = 2coéx- to zalenosé
dobrze znana i umighie stosowana przez gksza¢ z nich (88%). Problemu nie sprawig
rowniez rozwigzanie réwnania kwadratowego (70%), éhataj najczsciej zdajcy popetniali
rachunkowe.

Warto réwnie podkreli¢, iz zdapcy nie mieli problemu z rozwzaniem elementarneg
réwnania trygonometrycznegosx = 0, chocia nie zawsze pardiali 0 wskazaniu rozwizan z

przedziaiu(O, 271) Problem stanowito réwnanieosx:—%i tu najczsciej podawano lkidne

rozwigzania Chocia zadanie byto tatwe, to tylko 50% zdeych uzyskato maksymajriczbe

ito

(0]

punktow.
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Zadanie 6. 6 pki)
Wyznacz wszystkie wargoi parametrum, dla ktérych réwnaniex® +2(1— m) x+ i - nF 0 ma dwa

rézne rozwizania rzeczywiste, X, spetniajce warunekx [k, <6ms< X + X.

Sprawdzana umiegtnos¢
Rozwigzanie rownania kwadratowego z parametrem, przeppevae dyskusji i wyaigniccie
wnioskow (IV.3.b.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogotu zdagcych 0,64 — umiarkowanie trudne

Komentarz

Zadanie okazato sidla og6tu zdajcych umiarkowanie trudne.

Jego celem byto sprawdzenie, czy maturzysta pategfianowa i zbada, kiedy réwnanie
kwadratowe z parametrem ma pierwiastki spedumjpkrélone warunki. W schemacie oceniamn
tego zadania opisano dwie metody ram@nia ra@niace S Sposobem rozwkywania
nieréwndci  x [, <6ms< X+ ¥. Zazwyczaj zdagcy przeksztatcali ¢ nieréwndac,

wykorzystupc wzory Viete'a, ale pojawialy sitakze rozwhzania, w ktorych zdagy wyznaczali
pierwiastki X, , X,, a nasgpnie kwadrat ich iloczyn i sugn zapisywali odpowiednie nierowaa.

Tylko 30 % zdajcych rozwazato to zadanie bezfginie, a 17,26% zadajych nie przysipito do
rozwiagzania tego zadaniaatlz nie potrafito dokonaw jego rozwiazaniuzadnego pospu.

Mimo iz ten rodzaj zada pojawiat s¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, niektorzy
zdapcy nie pamitali o sprawdzeniu warunku, kiedy rownanie kwadnsoma dwa réne
rozwiazania. Niektorzy zdagy chocia podali warunekA >0 nie rozwazywali tej nierbwnéci,
czyli tracili 2 punkty.

Jednak najwicej bkdow maturzyci popetnili podczas doprowadzenia nierédeiq
x [k, <6m< X + ¥ do postaci nieréwrigi z jedr niewiadona m. Niektérzy zdajcy:

. nie potrafili zapisd wyrazenia x*+x,> za pomog wzoréw Viete'a przyjmuac np.
X7+ %7 =%+ %)
. nie potrafili zastosow@ wzoréw skroconego muenia, przeksztatcag wyrazenie
X+, P+ 8 =%+ %) - %%

a

m’—m

2(1-m

. niepoprawnie zapisywali podwéjmierownaé x [k, <6ms< X+ %, np. x 0, <6m lub
em< X + X

. popetniali bkdy rachunkowe.
Zaskakiwaly b¢dy zwiagzane z wyznaczeniemgzxi wspolnej rozwazan nieréwnaci z etapu

pierwszego i drugiego, npm(-,1) i mD<O,3—«/_7>D<3+«/_7,? , czyli

mD(—oo,3—«/7>D<3+ﬁ,7>.

. popetniali bkdy podczas stosowania wzorow Viete'a, mplk, =

itp.

~—
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Zadanie 12. (0-3)
Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu &jinkogarytmicznejf okreslonej wzorem

f (x) =log, (x- p).

X

4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5

[

b) Narysuj wykres funkcji okrdonej wzoremy =| f ().

)

w

a) Podaj wartéc p.

c) Podaj wszystkie wartgi parametrum, dla ktérych réwnani¢f (x)‘ = m ma dwa rozwjzania o

przeciwnych znakach.

Sprawdzana umiegtnos¢
Sporadzanie wykresu funkcijy :‘ f (x)‘ , ha podstawie danego wykresu funkcji logarytmig¢zne

y= f(x); badanie liczby rozwizan rownania z parametrem (IV.4.a.d i 4.a.e.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogotu zdagcych 0,68 — umiarkowanie trudne

Komentarz

Zadanie okazato sidla og6tu zdajcych umiarkowanie trudne (tatwe od 70%).
Miato najwigksz frakcje opuszcze — 4,3%. Tylko 41% zdagych zdobyto 3 punkty.
Najczsciej powtarzajce st bledy w rozwihzaniach zadania, to:

* bledne odczytanie parametpu p =4, zamiastp = -4
e bitedny wykres funkcjiy :‘ f (x)‘ , rysowano symetgiwzgledem osiOx lub osiOy

e przy podawaniu odpowiedzi o wszystkich wadiach parametrum, dla ktérych rownanie
‘f (x)‘: m ma dwa rozwjzania przeciwnych znakow, nieuzasadnione domykanie

przedziatu:m(2,0).
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Przy analizie zada: 3, 7, 9, 10 przedstawiamy kilka przyktadowych spsobéw

rozwigzania, pozwalapcych na wybor strategii rozwhzania.

Zadanie 3.(3 pkt)

Oblicz, ile jest liczb naturalnych sa@ocyfrowych, w zapisie ktérych wygiuje doktadnie trzy razy

cyfra O i doktadnie raz wygpuje cyfra 5.

Sprawdzana umiegtnos¢
Wykorzystanie wzorow na liczipermutacji, kombinacji i wariacji do zliczania ektow
w sytuacjach kombinatorycznych

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych 0,22 —trudne

Trzy sposobyprzyktadowych zapisow rozezania zadania:

| sposéb rozwazania

Wybieramy z piciu miejsc trzy miejsca, na ktérych wstawiamy ¢y, nastpnie wybieramy
jedno z trzech miejsc dla cyfry 5, a na pozostalgeidbch miejscach rozmieszczamy cyfrymé

o, 5
od 0i r&ne od 5: (3)[3[82 = 30064= 192!,

Il sposob rozwiazania

Rozr&niamy dwa przypadki:
1. cyfra 5 znajduje gina pierwszym miejscu (jest cyfsetek tysicy)

albo
2. cyfra 5 nie znajduje sina pierwszym miejscu.

W pierwszym przypadku wybieramy trzy miejsca @pd piciu), na ktdrych umieszczam
cyfre 0, a na pozostatych dwéch miejscach rozmieszcaayiny rézne od 0 i réne od 5.

5
Takich liczb széciocyfrowych jesﬂ[€3j[82 = 64C.

W drugim przypadku na pierwszym miejscu umieszczawfie rézna od O i rézna od 5 (mamy
8 takich maliwosci), nasgpnie wybieramy miejsce, w ktorym wstawimy ayfs6 (mamy
5 mazliwosci), a nastpnie z pozostatych czterech miejsc wybieramy twktorych wstawiamy
cyfre 0 (mazemy to zrobé na 4 sposoby), na pozostatym miejscu umieszczafing zna od O i
rézna od 5 ( maemy to zrobt na 8 sposobdw).

Zatem w tym przypadku mang854[8= 128( takich liczb.

5
Mamy wiec 1[E3)[82+8E5D4D8: 643 1288 192 liczb szdéciocyfrowych speniajcych

warunki zadania.

Il sposodb rozwiazania

Wybieramy cztery miejsca, na ktérych wstawiamy ¢y i trzy cyfry 0, na pozostatyc
miejscach rozmieszczamy cyfryate od 0 i rane od 5.

6
Jest(dj [4 8 = 384( takich chgéw széciowyrazowych.

y

=

Wsrdd nich znajdyj sic te, w ktérych cyfra 0 znajduje ¢sina pierwszym miejscu. Jest i
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5
(3}[3[82:19%.
Stad wynika, ze liczb széciocyfrowych spetniajcych warunki zadania jes

6 5
(4) A& —(3} [B(8 = 3840- 1926 19z

51

Przydziat punktdw za rozwiazanie | sposobem

Pokonanie zasadniczych trudn€Ci zadania ..............eeeiiiiiiiiiieeeeiei e 2 pkt

Wybranie trzech miejsc z @iiu dla cyfry 0, wybranie jednego z trzech miejsa dyfry 5
i rozmieszczenie na pozostatych dwoch miejscachréyhych od 0 i od 5.

ROZWIZANIE PEINE ..ot e e 3 pkt

Obliczenie, ile jest liczb szeiocyfrowych, w zapisie ktérych cyfra O wypuje doktadnie trzy
razy i tylko raz wysipuje cyfra 5:192C.

Komentarz

Zadanie okazato sidla zdajcych trudne i byto najtrudniejszym zadaniem w tyestawie
egzaminacyjnym. Miato jedn z najwkkszych frakcji opuszcze (0k.3%) i okoto 77%
zdajacych otrzymatoO punktow.

O bkdnej interpretacji zadania przez zgajchswiadcz zapisy, np.CS [T, [8° lub CJ [T; [B![8!,
lub 8[BAB!. Wsrdd rozwhzan maturzystow msna byto zauway¢ zapisyswiadczice o braku

5) (3
umiegtnosci  stosowania reguty muagenia, np. (3}+(1j+820raz takie, w ktorych pq

poprawnych obliczeniach robiono dodatkowe, ktorelowaty poprzednie.
Zadanie rozwjzato poprawnie do kaa tylko 14,5% zdagych.

Dziwi niska jego tatwéc, skoro podobne zadanieDhlicz, ile jest liczb @miocyfrowych,
w zapisie ktérych nie wysgtuje zero, natomiast wygtujg dwie dwojki i wystpujq trzy trojki”.

O

wystapito na egzaminie maturalnym w 2011 roku.
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Zadanie 7. @ pki)

Prosta o rownanilBx—-4y- 36= C przecina okgg o srodku S=(3,12) w punktachA i B. Dlugai¢

odcinkaAB jest rowna 40. Wyznacz réwnanie tegoqukr.

Sprawdzane umiegtnosci
Wyznaczenie réwnania odgu (IV.8.e.g.c.R)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych | 0,61 — umiarkowanie trudne

Dwa sposoby przyktadowych zapiséw rozwzania zadania:
| sposéb rozwhzania
Odlegtas¢ srodkaS okregu od prostej o rownani8x -4y - 36= ( jest rowna

[308-4012- 36_|- 7{5:15.

Fea

Jest to te diugas¢ odcinkaSG gdzieC jestsrodkiem ciciwy AB. Poniewa |AB| = 40, wiec

|AC|:%B¢O= 20.

Trojkat ACSjest prostoktny, a jego przeciwprostakna jest promié r okregu. Z twierdzenia
Pitagorasa otrzymujemAS” =| AG” +| SE, czyli r2 =207+ 15 = 400+ 225 62.
Réwnanie okggu ma wic posta (x—3)° +(y-12)° = 62E.

Uwaga

Zdajacy maze obliczy¢ odlegta¢ punktuSod prostej w inny sposéb, np. wybnaa prostej dwa

punkty (np.C =(12,0) i D =(0,-9)), obliczy¢ pole tréjlkata CDS(P-pg :%5), a shd obliczy¢

szukan odlegta¢, czyli wysoka¢ trojkata opuszczomz wierzchotkeS h=15.

Il Sposob rozwigzania
Prosta prostopadta do prostej o rowna8i 4y— 36= C przechodzca przezrodek szukaneg

okregu jest symetrakncieciwy AB. Jej rGwnanie ma posta
4(x-3)+3(y-19 = (,
4x+3y- 48= C.
Srodek D cigciwy AB jest punktem przeetia tej prostej z prostAB. Jego wspotane
obliczymy rozwiazujac uktad rowna
3x-4y-36=0 ([x=12
{4x+ 3y-48=0 { =0
PunktyA i B leza na okegu osrodkuD i promieniu 20 i na prostéiB. Wspotrzdne punktowA i
B obliczymy, rozwazujac uktad rowna

(x-12)" + y? = 2¢° {x:—4Dx:28
3x-4y-36=0  (Y=ix~9
X=-4 X=28
O
y=-12 |y=12

Zatem A=(-4,-12), B=(28,12).

, wiec D =(12,0).

Promiei szukanego okgu jest rownyr =|AS| :\/(—4—3)2 +(-12-19° =V 625 2.
Stad wynika,ze szukany okig ma réwnanig{x-3)" +(y-12)* = 62,
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Przydziat punktdw za rozwiazanie | sposobem

Rozwiazanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg

FOZWIAZANIBL ...ttt ettt et e e e e e e e e e et e e e e e e rn e e e e e e e e e e e e e e e e e a s 1 pkt

Zdajacy

* wykona rysunek, na ktérym zaznaczgdek ceciwy AB albo zapiszeze srodek ceciwy
AB, srodek okegu i koniec agciwy to wierzchotki trojlata prostoktnego,

albo
» wykorzysta wspohgdnesrodka okegu i zapisze réwnanie adgu w postaci:

(x=3)°+(y-12)°=1r?,
albo

+ obliczy potowe diugcici cieciwy AB: %|AB| =20,

albo
» obliczy odlegtd¢ punktuS od prosteAB i nie interpretuje jej kidnie (np. jako promie
szukanego okigu) i na tym zakaczy.

Rozwigzanie, w KtOrym jeSt iStOtNY POSEP .....uvrrrrrrrrriiiiiiiiiieaeeee e 2 pkt
Zdajacy obliczy odlegté¢ srodka okegu od prostej o rownani@x—4y- 36= G, np.
wykorzystupc wzor na odleghat punktu od prostej, obliczag wysoka¢ trojkata opuszczanz

3[B-4[12- 3
wierzchotkaS na bok zawarty w tej prosteJ,i $=15 lub 2Feos

3 +(-4) cD]
gdzieC i D leza na prostej o rownani@x — 4y— 36= (oraz
* wykona rysunek, na ktérym zaznaczgdek ceciwy AB

=15,

lub
o zapiszeze $rodek ceciwy AB, srodek okegu i koniec atciwy to wierzchotki
trojkata prostoktnego

lub
* wykorzysta wspoétregdnesrodka okegu i zapisze rownanie adgu w postaci:
(x=3)° +(y-12)°=1r?

lub
+ obliczy potowe diugcici cieciwy AB: %|AB| = 20.

Pokonanie zasadniczych trudn€Ci zadania..............ueeeiiiiiiiieiee e 3 pkt
Zdajacy zapisze rownanie wynikgje z twierdzenia Pitagorasa dla trdkACS gdzieC oznaczal

srodek céciwy AB: r?=20°+15.
ROZWIZANIE PEINE ...t e e e e 4 pkt
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Komentarz

Zadanie okazato sidla og6tu zdajcych umiarkowanie trudne.
Analizujac rozwihzania, mana zauway¢, ze 40% zdajcych nie miatozadnego pomystu n
obliczenie promienia szukanego efu. Zdajcy, ktorzy podli prébe rozwiazania tegog
problemu, korzystag ze wspotrzdnych punktowA i B otrzymywali rownanie, ktore rzadko
rozwiazywali poprawnie do kica. Ci, ktorzy potrafili wykorzystainformacg, ze odlegtdcé
|30B-4012- 36 _ |- 7h_

=15,
JFe(-af 5
konczyli zadanie bez problemu. Maksymalitzbe punktow otrzymato ok.45% zdggych.

D

srodkaS okregu od prostej o rownani@x —4y- 36= C jest rowna
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Zadanie 9. 6 pki)

Dany jest trojlit ABC, w ktérym |AC|=17 i |BC|=10. Na boku AB lezy punkt D taki, ze

|AD|:|DB|=3:4 oraz|DC|=10. Oblicz pole tréjkta ABC.

Sprawdzane umiegtnosci
Wykorzystanie zwizkow miarowych w figurach ptaskich (1V.7).

Wskaznik tatwosci zadania dla ogotu zdagcych 0,53 — umiarkowanie trudne

Cztery sposoby przyktadowych zapisow rozwzania zadania:
| sposéb rozwhzania
Poprowadmy wysoka@¢ CE trojkata ABC

A 3x D 2x E 2x B
Niech |AD| = 3x, wtedy |DB| = 4x. Trojkat DBC jest réwnoramienny, gay|BC|=|DJ, wicc
|DE|=|EB = 2x. Stosujc twierdzenia Pitagorasa dla trgjéw BECi AEC, otrzymujemy
(2x)? + 12 =107 oraz(5x)* + 2 =172, czyli 4x? + h? =107 oraz 25x% + h? = 172,
Stad otrzymujemyh2 =10% - 4x? oraz 25x% + 107 - &%= 17.
Rozwigzujemy drugie z rowna21x? =189, x> =9, x=3.
Zatemh =~/10% - 4% =/100- 36= .

1 1

Pole trojlata ABC jest rowne Pagc = %| AB Ch= > 7 x(h= —2EP_1[8= 84.

Uwaga
Po obliczeniix mamy ju dtugasci wszystkich bokow trojita, wiec jego pole mgemy rownie
obliczy¢ ze wzoru Herona. Wtedy mamy

_10+ 127+_21= 24, p-a=24-10= 14 p-b=24-17= 7, p-c=24-21= &

PABC:\/p( p_a)( P~ t)( p- QZ\/24I]_4D7|:|3: 8¢,

Il sposéb rozwigzania
Poprowadmy wysokd¢ CE tréjkata ABCi oznaczmy niechl ABC| = 3.

C

A 3x D 2x E 2x B
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Niech |AD| = 3x, wtedy |DB| = 4x. Trojkat DBC jest réwnoramienny, gay|BC|=|DJ, wicc
|DE|=|EB = 2 x. Z tréjkata prostoktnegoEBC obliczamycos/ = % = _)5;

Z twierdzenia cosinuséw dla tréjla ABC otrzymujemy172 = ( 7x)2 +10 - TKO1W cop.
Zatem289= 4%° + 100- 21 X0 1cﬁ55, czyli 189= 4%? - 284, 189= 2k?, x* =9, x=3.

Zatemh =+/10% - 4% =/100- 36= .
1 1

Pole trojlata ABC jest rowneP,gc = %| AB Ch= > 7 xOh= —ZD?JEB: 84.

Il sposdb rozwiazania

Oznaczmy|J ABC| = 3.

17
10 10

B
A 3X D 4x B

Niech |AD|=3x, wtedy |DB|=4x. Z twierdzenia cosinuséw dla traéow ABC i DBC
otrzymujemy17% =( 7x)2 +10 - I&O1Wcos oraz 10° :(4x)2 +10 - 4010 cos,
czyli 289= 49 + 100- 14@0 cof oraz 100= 16> + 106- 8& cof.

2
16 _ x . Std i z pierwszego réwnania dostajemy
80x 5

189= 49¢ - 140([355,189= 2%%. X2 =9, x=3.
Zatemh =+/10% - 4% =/100- 36= ..
1 1

Pole trojlata ABC jest rowneP,gc = %| AB Ch= > 7 xOh= —ZD?JEB: 84.

Z drugiego réwnania obliczamgosf =

IV sposob rozwhazania
Poprowadmy wysoka@¢ CE trojkata ABC

17
10 10

A 3X D 4x B

Z twierdzenia Stewarta dla trajta ABC otrzymujemy kolejno
107 (7x = 10 OX+ 1704~ %130 4,
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700x = 300+ 1156—- 8&.

84x> = 756x, x* =9, x=3.
Pole tréjlkata ABC mozemy obliczy na wiele sposobow:

1) ze wzoru Herona

p=10t 1Tt 2 ) a=24-10=14 p-b=24-17= 7, p-c=24- 21= %,

2
PABC:\/p( p_a)( P l)( p- é:m 8¢

2) z twierdzenia cosinuséw obliczamy cosinus jednegat@w trojkata, z jedynki
trygonometrycznej sinus obliczonego, np.:

172 = 2%+ 1G~ 212010 cosABC, cos] ABC::—;,

2
sinf] ABC= 1—(%) :il,

Pasc =%|AHE|]BC}E1;inD ABC=%E21DLQ]§_;: 8¢

3) Obliczamy dowoln wysokdi¢ (jak w | sposobie rozwrania) hyg =8

1 1
Pagc :E|AB| EhAB:EE.?_lEB: 84.

Przydziat punktow za rozwigzanie | sposobem

Rozwigzanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg

(0 VAT T V41 o1 F- F TP PPPPPPPTPPPPR 1 pkt
Zdajacy zapisze stosunek diugn odcinkéwAD i DB, np.:|AD| =3x, |DB| = 4x.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ....vvvrrrrrrrrrriiiiiiiiieeeeeeeeee e e eeeeseeeeeeeeeeeees 2 pkt

Zdajacy zapisze uktad réwmgpozwalajgcy obliczy¢ wprowadzon niewiadom, np.:

(2x)2 +h? =10° oraz(5x)2 +h? =172,
Pokonanie zasadniczych trudn€Ci zadania..............uueeiiiiiiiniieeeeeee e 3 pkt
Zdajacy obliczyx alboh: x=3, h=8.
Rozwigzanie zadania do kéca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja
poprawnosci rozwigzania (np. biedy rachunkowe)..............oooiiiiiiiiiieeeeieeee 4 pkt
Zdajacy obliczyx oraz wysokéc tréjkata z bkdem rachunkowym i konsekwentnie do tego
btedu obliczy pole trojkta ABC.
ROZWIGZANIE PEINE ... e e e e e e e e e et et eenenneeeeeeeennnnn 5 pkt
Zdajacy obliczy pole trojgta ABC. Pygc =84.

Komentarz
Zadania z planimetrii w dalszymagu sprawiaj kiopot zdajgcym nawet na poziomi
rozszerzonym. Okoto 54% zdaych nie miato pomystu na rozawanie tego zadania.
38,19% zdajcych zapisato poprawnie tylko stosunek dikajoodcinkéw AD i DB, np.:
|AD| =3x, |DB|=4x, za co przyznawano im 1 punkt.
Na dalszych etapach rozgania najcgsciej powtarzajce st bledy to:
* Dbiedne zapisywanie twierdzenia Pitagorasa
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* btedne zapisywanie funkcji trygonometrycznych lub wroosinuséw
* liczne pomyiki rachunkowe.
Do konca rozwizato i otrzymato 5 punktéw 36% zdajch.

Zadanie 10. @ pki)

W ostrostupieABCSpodstawaABC jest trojlkatem réwnobocznym o boku diugm a. Krawedz ASjest
prostopadta do ptaszczyzny podstawy. OdlggteierzchotkaA od sciany BCSjest rownad. Wyznacz

objetos¢ tego ostrostupa.

Sprawdzane umiegtnosci
Wyznaczanie zwizkOw miarowych w ostrostupie

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych 0,30—trudne

| spos6b rozwazania

-
-
-
-
-_
-

-
-
-
-

Zaznaczamy na rysunku odcinekE, diugas¢ tego odcinka jest odlegioia wierzchotkaA od
sciany BCSi jednoczénie wysokdcia trojkata prostoktnego DAS gdzie D jest srodkiem

krawedzi BC danego ostrostupa. ZatdiE| = d.
Ponadto w trojkcie DASwprowadzamy oznaczenia:
a — miara ktaADSi h=|AY — wysoka¢ ostrostupaABCS

. A A
Z trOjkatow prostokitnychDASI AED, otrzymujemysina :IS_H :||TE|t_
Poniewa |AD| :a—f , to sina = h = :jf .
h2 +§ a2 LB
\ 4 2
Przeksztalcamy réwié h = d i wyznaczamy wysolk& ostrostupa h.
h2 +§ a2 Lﬁ
4 2
. . 2h 2 h> _d* , 3a°d?
Otrzymujemy kolejno: = = 5= ,h?=— .
Jan?+322 a3  4h’+3a’ 3a 3a®-4d

adx/é

\J3a? - 4d?

Czyli h= . Wyznaczamy olgfos¢ ostrostupaABCS

2 2
V:}Ea\/ém:a\/ém ad/3 _  dd |
3 4 12 3a?-ad?  4/32- ad?
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Uwaga
Réwnai¢ h = d mozemy réwnieg otrzyma, korzystajc z podobiéstwa

/hz 3 22 a\/§
4 2
trojkatow DASI AED.

Il sposob rozwiazania

(n

-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
-

Zaznaczamy na rysunku odcing&€, dtugas¢ tego odcinka jest odlegioia wierzchotkaA od
scianyBCSi jednoczénie wysokdcia ostrostupadABCSo podstawidBSC

Zatem obgtos¢ V ostrostupaABCSjest rownaV :% P .

Obliczmy Py pole tréjkataBSC Py :%an]sq.

Wprowadzamy oznaczenie@@ — miara lgta ADS i z trojkatéw prostolgtnych DASi AA'D,

a3
otrzymujemy: cosa :M—L I sina = | | ——.
SO [so [AD]  av3
2

Z jedynki trygonometrycznej obliczamjgD) :

Lﬁ 2 2 2 2 2 2 2
2 d -1 3a —1 4d 3a” _3a -4d
S| el | Y dsor e sy a0
2

T

L I]l a’d
Wyznaczamy olefos¢ ostrostupaABCS V = a4

2\/ T Wam-ab
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Il sposodb rozwiazania

S
SE
h
\ __>c
a.c-C
A S /C a
a F
R

PtaszczyznABCi ABSs; prostopadte, trop ABC jest rownoboczny, wt jego wysokéé
|CF| i jest jednoczaie wysokdcia ostrostupa opuszczema ptaszczyznipodstawyABS

Zatem (1) V ::—13 P.es[ICH :éEl% ah[—%)’. Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjg ADS

2
otrzymujemy |DS* =| AD" +| AS’, m? [a\/—J + hP

/aﬁ’ —‘/—a2+h"——x/3a2+4

OdcmekAEJest Wysokémq ostrostupa opuszczema podstawBCS wigc

\Y =%PBCSE]]DS:?13E% antlc, (2) V =%G§aB}2\/3a2+4rﬁ d.

Poréwnujc prawe strony (1) i (2), otrzymujem% B%ahgaﬂ = —1E—!— a[—l—x/3a2 + 41 Od.

Stad otrzymujemy kolejnaahy/3 = dv/3& + 4, 3a’h? = d2(3a + 4hZ),
242
3a’h’ =3a°d*+ 4d° I, 3a’h®-4d*h’ =3 d’, h2(3a2—4d2) =3ad?, h* = 332a OL,clz‘
ad/3
\/3a2 4d®
1Ea adv/3 _ ad
4 \/33_2 4d? 4’\/38.2—4d2.

h=

Objgtos¢ ostrostupa jest zatem rowné = 3 Pwch

Przydziat punktdw za rozwiazanie | sposobem

Rozwiazanie, w ktorym posgp jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg

FOZWIZANIA ZAAANIA ...oeiiiiiiiiiiee ettt e e e e e e e e e e e reeeeee s e e e 1 pkt
Zdajacy zaznaczy na rysunku odcinek o diigal prostopadty do ptaszczyzBCS
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ....vvvvrrrrrrrriiiiiiiiiiieeeeeeee e e e eeeseeieeeeeeeeeeees 2 pkt

Zdajacy zapisze rowni, z ktérej mana wyznacz§ h w zaleznosci oda i d, np.:
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h _d
h2 +§ a a\/é
\ 4 2
Pokonanie zasadniczych trudnfci zadania ...............eciiiiiiieeiieeiiii e 3 pkt
Zdajacy wyznaczy wysok& h ostrostupah = ady3
3a’ - 4d?
ROZWIZANIE PEINE ..ot 4 pkt
3
Zdajacy wyznaczy olgjtos¢ V ostrostupaV = _ed .
433 - 4d?

Komentarz

Zadanie to badato umigpos¢ zbudowania i zrealizowania strategii rozpania dé¢ typowego
problemu ze stereometrii. Zadanie okazate sudne dla ogo6tu zdagych — skuteczrid
zdapcych mierzona wskaikiem fatwaci jest rowna 0,31. Byto to jedno z najtrudniejdzy
zada w arkuszu.

Za poprawa interpretag} zadania, tzn. zaznaczenie na rysunku odcidka ktérego dtugéc

byta odlegtdcia wierzchotkaA odscianyBCSi jednoczénie wysokdcia trojkata prostoktnego
DAS gdzieD byt srodkiem krawdzi BC danego ostrostupa, zday otrzymywat 1 punkt. Ten
etap pokonato tylko 34% piseych. Dalsze trudrigi pojawity sk na etapie znalezienia
zaleznosci | zapisania rowngei, z ktérej mana wyznacz§ h w zaleznosci oda i d, np.:

2
2
h = d lub 1gaﬁ[lh:—:L[-Iaiﬂﬂj,gdziem: hz+(a_\/§j _
\/h2+3a2 a3 3 4 32 2
4 2

Mozna byto take zaobserwowakiopot w wyznaczaniu szukanych wieicd spowodowany
tym, ze dane nie miaty warfoi liczbowych.
Trzeba wreszcie wspomiie grupie zdajcych (36,63%), ktdrzy nie poradzili sobie z popray
interpretacy podanego w tiéei zadania i rysowali ostrostup z prwysokacia, za co
otrzymywaliO punktow.

C

Rozumowanie i argumentacja

Zadanie 2.(4 pkt)

Trapez réwnoramiennfBCD o podstawaclAB i CD jest opisany na okgu o promieniu. Wykaz,

ze 4r? =|AB|[CD|.

Sprawdzane umiegtnosci
Znalezienie zwizkéw miarowych w figurach ptaskich Przeprowadzetoevodu
geometrycznego (V.7.c)

Wskaznik tatwosci zadania dla ogétu zdagcych 0,44- trudne

Przyktadowy poprawny zapis rozwhgzania:
Sporadzamy rysunek i wprowadzamy oznaczenia.

|AB=a, [CD|=b, |AD|=c, r - promiei okregu wpisanego w trapeh, - wysokd¢ trapezu.
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b C
C C
h ¢
ya
A E 4 B

a-b

Poniewa trapez jest rOwnoramienny i opisany na cgkr, WicC |AE|: , h=2r oraz

a+tb=2c, cuzyli c:%b. Stosujemy twierdzenie Pitagorasa do ttgk AED:

2 2
c?=(2r) +(a;bj , sid 4r2 =¢? _(a;b} :

2
atb a+b)’ (a-b)
Podstawiajc ¢ :T otrzymujemy4r > = (T) - (Tj .
Stosujc wzory skroconego muenia, otrzymujemy
a’ +2ab+b*-a® + 2ab-b?
4

4r% = , czyli 4r2=%ab,slqd 4r* =ab.

Przydziat punktow za rozwigzanie:
Rozwiazanie, w ktérym posegp jest niewielki, ale konieczny na drodze do peineg
. . L a-b a+b :

rozwigzania, polegato na zapisaniue: |AE| :Talbo C:T — zdapcy otrzymywat
1 punkt.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny pos¢p, gdy zdajcy wyznaczy obie diugai —2 punkty

2
Pokonanie zasadniczych trudnéci zadania polegalo na zapisaniu 4r? =c? _(aTbj —
zdapcy otrzymywat3 punkty.
Rozwigzanie petnepolegato navykazaniu tezy twierdzeniadr® = ab — zdajcy otrzymywat
4 punkty.

Komentarz:
Zadanie z planimetrii sprawdzato, czy maturzyst&rgioprzeprowadzi proste rozumowani
i je uzasadri. Prawie wszyscy absolwenci podejmowali pratmzwiazania tego zadanis
chocia 35% zdajcych otrzymatd punktow za rozwazanie.

Przy rozwiazywaniu problemu nalalo skorzyste np. z wlasnéci trapezu

rownoramiennego opisanego na @jr i twierdzenia Pitagorasa i uzasagnie 4r? =ab.
Niestety, wgkszas¢ zdapcych, ktdrzy podejmowali pr@trozwiazania (za niewielki pogp —1p

otrzymato 21%), nie mieli pomystu na kontynuowardewodu. Niektorzy wypisywall

potrzebne zaleosci i nie potrafili z nich skorzysta Maksymaln liczbe punktéw za peing

R

1%

uzasadnienie otrzymato 37% zglajch.
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5 Podsumowanie i wnioski

Wyniki egzaminu maturalnegéwiadcz o tym, ze zdajcy poprawnie rozwizywali zadania
typowe, o matym stopniu ztondsci lub zadania podobne do tych, ktore wpsiwaty na poprzednich
egzaminach, wznie z egzaminem probnym. W przypadku zadéetypowych, wymagagych
rozwiagzywania probleméw matematycznych ( standardy: IMzycie i tworzenie strategioraz V-
Rozumowanie i argumentagjavicksza¢ zdapcych miata problemy ju na etapie analizy zadania.
Jednak nie opuszczali tych zada podejmowali proby ich rozwkania. Frakcja opuszazena
poziomie rozszerzonym nie przekroczyta w tym roBbL 5

W pracy z uczniami naky zwrécé uwag; na ksztatlcenie umignosci analizy warunkow zadania
i doboru optymalnych metod rozyziywania probleméw matematycznych wyboru odpowigdnie
strategii rozwazania. Naley pracow& nad tym, aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzaa
zagciach definicje i twierdzenia oraz potrafili je @émpretowg, tak’e geometrycznie. Utatwia to
budowanie modelu matematycznego, zwtaszcza w pdkypaada praktycznych i zadaz rachunku
prawdopodobigstwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi uczniow byfdaa zré@nicowany. Obok
rozwigzan swiadczcych o wiedzy i umiejnosci samodzielnego mdlenia, zdarzaty si odpowiedzi
btedne i nielogiczne. Kolejny raz okazatog,sie powanym mankamentem byta niedostateczna
sprawng¢ w przeksztatcaniu wyean i bledy rachunkowe.

Czesto zdapcy poprawnie analizowali warunki zadania, poprawniezapisywali réwnania,
ale bledy rachunkowe uniemaliwiaty im rozwi gzanie zadania lub prowadzity do niepoprawnych
rozwiazan.

Obowiazkowy egzamin maturalny z matematyki jest pd 2011 roku. Ukazaty simicdzy
innymi dwa przyktadowe arkusze egzaminacyjne Informatorze maturalnyma kolejne byty
opublikowane na stronach internetowych CKE i OKE ggzaminach maturalnych. Stangwine
material do powtarzania wiadoswoo i utatwiaja przygotowanie do kolejnego egzaminu. Analiza
rozwigzan zada otwartych na poziomie podstawowym wskazujajie wszyscy maturzgi korzystali
z przygotowanych dla nich materiatéw pomocniczych.

W pracy dydaktycznej z uczniami przygotoaeymi sk do egzaminu maturalnego w roku
2014 warto zwrdd uwag: na ksztatcenie takich podstawowych urgtiepsci, jak:

— strategie rozwizywania zadan zamknigtych (w dalszym cigu dla wgkszasci zdapcych jedyn
stratega jest ich otwieranie),

— tworzenie prostych modeli matematycznycldo zada praktycznych,

— rozumienie pgj¢ (a nie opieranie sina algorytmach),

— dobor optymalnych sposobow (strategiiyozwiazania probleméw matematycznych,

— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjaclalgebraicznych i geometrycznych,

— czytelne zapisywanie toku riignia,

— sprawne postugiwaniegsZestawem wybranych wzorow matematycznych.

Wazne jest, aby maturggi uwaznie czytali i analizowali tr& zada, a nastpnie udzielali zwgztej
i precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawiongaleceniem. Uczniowie przygotowagy sk do
egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysteedzy innymi z materiahéwiczeniowego,
jakim s arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronachetvevych CKE i OKE, a przede
wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki od 2010 rakaz nowegolnformatora o
egzaminie maturalnym z matematgeliroku 2014/2015, ktore $ardzo dobrynzrodiem zada.
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