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1 Struktura i forma egzaminu maturalnego z matematyki

W roku szkolnym 2011/2012 w calym kraju po raz kolejny zostat przeprowadzony egzamin
maturalny dla absolwentow licedbw ogolnoksztatcacych (LO), licedéw profilowanych (LP),
technikow (T), uzupehliajacych liceow ogolnoksztatcacych (LU) itechnikoéw uzupelniajacych
(TU).

Egzamin maturalny z matematyki jest egzaminem zewngtrznym i ma formg pisemna.
Egzamin maturalny z matematyki jako przedmiot obowiazkowy byt zdawany na poziomie
podstawowym lub jako przedmiot dodatkowy na poziomie rozszerzonym. Egzamin na poziomie
podstawowym trwat 170 minut, a na poziomie rozszerzonymi 180 minut i polegal na rozwiazaniu
zawartych w jednym arkuszu egzaminacyjnym zadan egzaminacyjnych.

Maksymalna liczba punktéw mozliwych do uzyskania za zadania z kazdego arkusza wynosi 50.

W trakcie egzaminu zdajacy mégt korzysta¢ z zestawu wybranych wzoré6w matematycznych
przygotowanego przez CKE i kalkulatora z podstawowymi dziataniami.
Wyniki egzaminu zamieszczone na $wiadectwie dojrzato$ci wyrazone sa w skali procentowe;.

2 Opis arkuszy egzaminacyjnych ustalonych przez Centralng Komisj¢ Egzaminacyjna
na egzamin maturalny z matematyki w roku szkolnym 2011/2012

Zgodnie z koncepcja i1 struktura egzaminu maturalnego z matematyki zdajacy egzamin
w tym roku musieli zdawa¢ egzamin na poziomie podstawowym i1 mogli wybra¢ dodatkowo
egzamin z matematyki, ale na poziomie rozszerzonym.

Arkusze zostaty tak skonstruowane, aby zbada¢ stopien opanowania umiej¢tnosci okreslonych
w pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych:

I. Wykorzystanie i tworzenie informac;ji.

II. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

IT1. Modelowanie matematyczne.

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

V. Rozumowanie i argumentacja.

Poziom trudno$ci poszczegdlnych zadan byt zréznicowany i dostosowany do mozliwos$ci
absolwentow szkot ponadgimnazjalnych. Tematyka zadan dotyczyta wigkszosci tresci zawartych w
podstawie programowej matematyki. Zadania egzaminacyjne zawarte w arkuszach pozwalaty
sprawdzi¢ znajomos$¢ 1 rozumienie podstawowych pojec, definicji 1 twierdzen oraz stosowanie ich
do rozwigzywania probleméw matematycznych. Sprawdzaly tez umiejgtno$¢ korzystania
i przetwarzania podanych informacji oraz umiejetnos¢ zastosowania tej wiedzy w praktyce
z zakresu wymagan egzaminacyjnych dla poziomu podstawowego. Zadania egzaminacyjne
w arkuszu rozszerzonym w wigkszym stopniu niz w arkuszu podstawowym sprawdzaty umiejgtnosé
rozwigzywania problemow i1 podawania do nich opisu matematycznego w oparciu o tresci
obejmujace zakres wymagan egzaminacyjnych dla poziomu podstawowego i rozszerzonego,
poprawnego interpretowania tekstu matematycznego, umiej¢tnos¢ argumentowania i prowadzenia
rozumowania typu matematycznego i oceniania przydatnosci otrzymanych wynikow.
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ARKUSZ PODSTAWOWY

Arkusz podstawowy sktadat si¢ z 34 zadan, w tym 25 zamknigtych (zdajacy wybierat jedna,
poprawng odpowiedZ sposrdd czterech) oraz 9 zadan otwartych (rozwiazanie 1 odpowiedz zdajacy
musial samodzielnie zapisa¢). Za kazde poprawnie rozwigzane zadanie zamknigte zdajacy
uzyskiwal 1 punkt, natomiast wéréd zadan otwartych byto 6 zadan dwupunktowych, 2 zadania
czteropunktowe 1 jedno zadanie pigciopunktowe.

Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdzaly umiejetnosci opisane we
wszystkich pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Badaly one znajomo$¢
irozumienie podstawowych poje¢ matematycznych, definicji i1 twierdzen oraz umiejgtnosé
postugiwania si¢ ta wiedza w praktyce. Sprawdzaty takze umiejetno$¢ formulowania opisu
matematycznego danej sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozwiazania problemu oraz
umiejetnos¢ analizowania 1 interpretowania problemow matematycznych. Umiejgtnosci zostaty
zbadane na tre$ciach wszystkich dziesigciu dziatow podstawy programowe;.

ARKUSZ ROZSZERZONY

Arkusz dla poziomu rozszerzonego sktadal si¢ z 11 zadan otwartych o zrdéznicowanej
punktacji. Wérdd nich byly 3 zadania szeSciopunktowe, 2 zadania pigciopunktowe, 4 zadania
czteropunktowe 1 2 zadania trzypunktowe.

Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego sprawdzaly umiejgtnosci opisane w trzech
najwyzszych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych Zadania badaty przede wszystkim
umiej¢tnos¢ analizowania sytuacji problemowych ipodawania do nich opisu matematycznego,
strategii rozwiazania problemu, a takze argumentowania iprowadzenia rozumowania
matematycznego. Tematyka zadan obejmowata treSci z podstawy programowej dla poziomu
r0Zszerzonego.

3 Kartoteki arkuszy egzaminacyjnych z matematyki

W Tabeli 1. zamieszczono kartotek¢ arkusza podstawowego, w Tabeli 2. — kartoteke arkusza
rozszerzonego. Kartoteki te  zawieraja informacje o sprawdzanych czynno$ciach,
przyporzadkowany im numer standardu, numer tresci ze standardu I, ktérych znajomos$cia powinien
wykaza¢ si¢ zdajacy, oraz numery zadan wraz z maksymalng liczba punktow, ktore mozna byto
uzyskac za ich rozwiazanie.

Tabela 1. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — poziom podstawowy

[ ]
) o L) rr
g 3 Badana umiej¢tnosc Standard Typ. Punktacja
Z b= zadania
N Zdajacy:
1 Wykonanie obliczef procentowych (MOD) 77 1 pkt
Zastosowanie praw dziatan na potegach o wyktadnikach
2 | wymiernych, obliczenie potegi o wyktadnikach (REP) 77 1 pkt
wymiernych
3 Wykonanie Qbhczen na hczballch rzeczyw1s'tyc.h z (REP) 77 1 pkt
wykorzystaniem wzoréw skréconego mnozenia
4 | Obliczenie warto$ci logarytmu (REP) 77 1 pkt
Wykorzystanie pojgcia warto$ci bezwzglednej do
> rozwiazania rOwnania typu typu |x - a| =b. (REP) 2z I pkt
6 | Obliczenie sumy rozwiazan rownania kwadratowego (REP) 77 1 pkt
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7 Oc.lc.zytanie z postaci iloczynowej funkcji kwadratowe;j jej (INF) 77 1 pkt
miejsc zerowych

] Wyko‘r'zyst.anie .interpretacji wspotczynnikdw we wzorze (REP) 77 1 pkt
funkcji liniowej

9 | Odczytanie z wykresu funkcji jej miejsc zerowych (INF) 77 1 pkt

10 Planowaple 1 wykorzystanie obliczen na liczbach (INF) 77 1 pkt
rzeczywistych

11 Wykorzystanie definicji do wyznaczenia warto$ci funkcji (REP) 77 1 pkt
trygonometrycznych danego kat ostrego

12 Znaj dowani§ zwi-a(zk()w .mia.rowych w figurach ptaskich. (REP) 77 1 pkt
Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa

13 Znaj dowani.e zwi'aczk(')w -mia'rowych w figurach ptaskich. (REP) 77 | pkt
Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa

14 Pog&ugiwanie siqrwlasn(.)écilami figur podobnych do (INF) 77 | pkt
obliczania dlugosci odcinkow
Wykorzystywanie zwiazku migdzy promieniem kota

15 77 1 pkt
opisanego na kwadracie i dtugo$cig boku kwadratu (REP) P

16 Wykorzystanie zwiaszk(')w' mie%dzy katem wpisanym (INF) 77 | pkt
i srodkowym do obliczenia miary kata

17 | Wyznaczenie wyrazow ciagu arytmetycznego (MOD) 77 1 pkt

18 | Wyznaczenie wyrazu ciagu okre$lonego wzorem ogdlnym (INF) 77 1 pkt

19 Wyznac;zenie? objetosci szes'c’ia.nu z wykorzystaniem (REP) 77 1 pkt
zwiazkow miarowych w szesécianie

20 Wyznaczenie wysokos¢ stoZk'fl z wykorzystaniem funkcje (REP) 77 1 pkt
trygonometryczne lub wlasnos$ci kwadratu

21 | Wskazanie rownania prostej rownolegtej do danej (INF) 77 1 pkt

29 Wykorzy’st?mie pojecia uktadu wspotrzednych na (INF) 77 1 pkt
plaszczyznie

23 | Zbadanie czy dany punkt spetnia rOwnanie okregu (REP) 77 1 pkt

24 Zliczqnie obiektow w prostych sytuacjach o (REP) 77 2 pkt
kombinatorycznych, stosowanie zasady mnozenia

25 Obliczenie $redniej ;?rytmetycznej 1 interpretowanie tego (REP) 77 2 pkt
parametru w kontekécie praktycznym

26 | Rozwiazanie nieréwno$ci kwadratowej (REP) KO 2 pkt

27 | Uzasadnienie -prawdziwo$¢ nierdwnosci algebraicznej (ROZ) KO 2 pkt

78 Rozwia(ze‘ln.ie rownania wielomianowego metoda rozktadu (REP) KO 2 pkt
na czynniki

29 Wykorzyste.mi.e .wlrasnos'c.i symetralnej odcinka do (STR) KO 2 pkt
wyznaczenia jej rownania

30 Wykorzystagie zwiazkow m’iarowyc’h w ﬁgurach ptaskich (ROZ) KO 2 pkt
(zastosowanie rachunku katow w trojkacie)
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia z

31 ; . i . KO 2 pkt
zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa (MOD) P

32 Zastosowanie wlasnosci ciagu arytmetycznego (MOD) RO 5 pkt
1 geometrycznego

33 | Obliczenie objetosci wieloscianu (STR) RO 5 pkt

34 Rozwiazanie zadania, umieszezonego w kontekscie (MOD) RO 6 pkt
praktycznym, prowadzacego do rownania kwadratowego
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Tabela 2. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — poziom rozszerzony

=

=

s

=

8 .. .z Typ :

N Badana umiej¢tnosé Standard . | Punktacja

= zadania

=

Z | Zaajacy:

1 Rozwiazanie zadania, prowadzacego do rownania MOD RO 4 pkt
kwadratowego

2 | Rozwiazanie nierdwnosci wielomianowej STR RO 4 pkt

3 | Rozwiazanie rownania trygonometrycznego STR RO 4 pkt
Rozwiazanie réwnania kwadratowego z parametrem

4 | z zastosowaniem wzoréw Viéte’a, przeprowadzenie STR RO 6 pkt
dyskusji i wyciagnigcie wnioskow

5 Zastosqwan}e wlasnoéci ciagu geometrycznego oraz STR RO 6 pkt
wiasnosci ciagu arytmetycznego

6 Znalez1en1§ zw1?(zl.<ow m1gr0vyych na pl.aszczy’zn.le, ) STR RO 6pkt
wyznaczenie najwigkszej 1 najmniejszej wartosci funkcji

7T | Przeksztalcenie rtOwnowazne wyrazenia wymiernego ROZ RO 3 pkt
Wykorzystanie wzordéw na liczbg permutacji, kombinacji i

8 | wariacji do zliczania obiektow w sytuacjach STR RO 4 pkt
kombinatorycznych

9 Znalezwme'zww(zkow r'nl'arowych w figurach ptaskich z STR RO 5 pkt
zastosowaniem wiasnosci figur podobnych

10 | Znalezienie zwiazkéw miarowych w ostrostupie STR RO 5 pkt

11 Wy.korzystanle wlasnosq prawdopodo!alenstwa do ROZ RO 3 pkt
obliczania prawdopodobienstw zdarzen




Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Gdansku
4 Wyniki egzaminu maturalnego z matematyki

W wojewodztwie kujawsko-pomorskim do egzaminu maturalnego z matematyki przystapito po
raz pierwszy 17151 osob. (18319 - 11r)
Wynik co najmniej 30% punktow za rozwiagzanie zadan na poziomie podstawowym uzyskato
85,51%. (77,8% - 2011r)

W Tabeli 3. przedstawiono procent abiturientéw z uwzglednieniem typu szkoty, ktorzy zdali
egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym, tj.uzyskali co najmniej 30%
punktow i zdawali egzamin maturalny po raz pierwszy w latach 2005 - 2011.

Tabela 3. Poréwnanie zdawalnosci w sesjach 2005 - 2011

woj. kujawsko-pomorskie
LO LP T LU TU Razem
2005 93 56 - - - 84
2006 97 84 88 - - 93
2007 88 62 63 - - 76
% osoéb, ktore | 2008 92 63 81 - - 88
zdaty egzamin | 2009 93 72 80 - - 89
2010 95 73 84 50 46 89
2011 87 53 71 28 33 78
2012 92 64 81 42 30 86

Pojecie zdawalnosé do roku 2006 dotyczyto osoéb, ktére uzyskaty co najmniej 30% punktow
mozliwych do uzyskania z arkusza podstawowego, a latach 2007-2009 uzyskaty 30% dla
wybranego poziomu. Od roku 2010 dotyczy oséb, ktére uzyskaly co najmniej 30% punktéw
mozliwych do uzyskania z arkusza podstawowego. Przy analizie tych wynikéw nalezy uwzglednié
rozdzielenie poziomow.

Zdawalnos¢ w liceach i technikach uzupehiajacych do 2009 roku miata mata wagg statystyczna
ze wzgledu na niewielka liczbe zdajacych.

4.1 Rozklady wynikéw egzaminu w skali znormalizowanej

Skala ta pozwala poréwna¢ wyniki egzaminu z kilku kolejnych lat. Poza tym uczen moze
zinterpretowaé uzyskany wynik na tle calej populacji zdajacych i oceni¢ swoje realne szanse na
kontynuowanie nauki.
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Tabela 4. Znormalizowana skala dziewieciostopniowa staninowa

Normalizacja wynikow egzaminu maturalnego z matematyki
podstawowym na skali staninowej (egzamin zdawato 374 916 os6b w kraju)

na poziomie

Stanin
(klasa wyniku) Nazwa . o
Nr % ogolnych stanina Wynik (w %) Komentarz
wynikéw
L. 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najnizszy 0% - 12% 96% zdﬁqﬁych ma v¥/ynik w vaZszychB{(Iasach.
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
2 7% s 13% - 20% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
niski 89% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
3 12% niski 21% - 30% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
s 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
4 17% ponizej 31% - 46% 23% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
srednie] 60% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% sredni 47% - 64% 40% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
. 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
6 17% powyze] 65% - 80% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
7 12% wysoki 81% - 90% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
8 7% . 91% - 96% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
wysoki 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
R 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
9 4% najwyzszy 97% - 100% 96% zdﬁaﬁ;ych ma il/vynik WJkIasach n)ilzszych

Normalizacja wynikéw egza
rozszerzonym na s

minu maturalnego z matematyki

na poziomie

kali staninowej (egzamin zdawato 57 641 oséb w kraju)

Stanin
(klasa wyniku) Nazwa . 0
Nr % ogblnych stanina Wynik (w %) Komentarz
wynikéw
s 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najnizszy 0% -6 % 96% zdﬁaﬁ;ych ma \X/ynik w \vazszychyklasach.
7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
2 7% bardzo niski 7% - 16% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
89% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
3 12% niski 17% - 26% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
g 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
4 17% ponizej 27% - 40% 23% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 60% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% Sredni 41% - 54% 40% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
. 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
6 17% POWyz€l 55% - 68% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
7 12% wysoki 69% - 80% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajqcych ma wynik_w tej klasie wypikéw
8 7% : 81% - 90% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
wysoki 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
N 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
9 4% najwyzszy 91% - 100% 96% zdﬁqﬁych ma 3\/Nynik kaIasach nxilzszych
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4.2 Analiza statystyczna wynikow arkusza podstawowego

Ponizej przedstawiono warto$ci wybranych wskaznikow wykonania zadan, takie jak
wskazniki fatwos$ci poszczegolnych zadan i1 zestawu zadan z arkusza z poziomu podstawowego oraz
fatwosci zadan w poszczegdlnych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych.
Przedstawione dane dotycza absolwentow z wojewddztwa kujawsko - pomorskiego.

4.2.1 Wskazniki statystyczne arkusza podstawowego

Tabela 5. Wartosci parametrow statystycznych wynikéw zdajacych egzamin maturalny z matematyki
na poziomie podstawowym

Zdajacy
Parametr statystyczny LO LP LU T TU Razem
Liczba zdajgcych 9895 564 402 6103 187 17151
Liczba zdajgcych, kidrzy uzyskali | g106 | 369 167 | 4944 | 57 | 14656
co najmniej 30% punktéw
Wynik minimalny w punktach 2 3 1 1 1
Wynik maksymalny w punktach 50 48 49 50 35
Wynik $redni w punktach 33,46 19,07 14,65 25,13 12,73 29,36
Wynik $redni w % 66,92 38,14 29,30 50,26 25,47 58,71
Modalna w punktach 46 15 8 24 8 44
Mediana w punktach 35 18 13 25 10 30
Odchylenie standardowe w pkt. 11,51 9,08 8,03 10,83 7,67 12,27
Odchylenie standardowe w % 23,02 18,16 16,06 21,66 15,34 24,55
Zdawalnosé w % 92,24 64,18 41,54 81,01 30,48 85.51

Analizie statystycznej poddano wyniki 17151 zdajacych egzamin maturalny z matematyki
w maju 2012 roku. Statystyczny maturzysta uzyskat wynik 29,36 punktéw, co stanowi 59% liczby
punktéw mozliwych do uzyskania za rozwiazanie zadan arkusza zpoziomu podstawowego.
Rozstep wynikéw wynosi 50 1 wskazuje na bardzo duze zréznicowanie umiejetnosci zdajacych.
Warto$§¢ miary rozrzutu (odchylenie standardowe) - 12,27 oznacza, ze okoto 70% zdajacych
uzyskato wyniki z przedziatu 17 — 42 punktow. Dla poréwnania w roku 2011 warto$¢ miary
rozrzutu wynosila (odchylenie standardowe) — 11,7, co oznaczalo, Zze okolo 70% zdajacych
uzyskato wyniki z przedzialu 13 — 36 punktow.

Powyzsze dane wskazuja, ze uczniowie liceow ogdlnoksztalcacych i1 technikow sa lepiej
przygotowani do egzaminu maturalnego z matematyki niz uczniowie pozostatych typow szkot i
wyniki $rednie przez nich uzyskane w arkuszu z poziomu podstawowego sa wyzsze od wynikéw
uzyskanych przez absolwentow pozostatych typoéw szkét. W arkuszu rozszerzonym rdznice te sa
duzo wigksze.

4.2.2 Latwos¢ zadan w obszarach sprawdzanych tresci

Tabela 6. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tresci poziomu podstawowego

Lp. |Zakres tresci Numet:y Liczb'a Wskaipi!( Odchylenie

zadan punktéw | latwosci | standardowe
1 | Liczby rzeczywiste ] 6,2’ 3, 4.5 ¢ 0,70 0,26
2 Woyrazenia algebraiczne 27, 2 0,19 0,31
3 Réwnania i nierébwnosci 6, 26, 28, 34 10 0,52 0,34
4 Funkcje 7,8,9, 3 0,73 0,29
5 | Ciagi liczbowe 17,18, 32, 6 0,73 0,35
6 Trygonometria 11, 1 0,67 0,47
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. . 12, 13, 14, 15,
7 Planimetria 16. 30, 7 0,60 0,21
Geometria na plaszczyznie
kartezjanskiej 21, 22, 23, 29, 5 0,48 0,33
Stereometria 19, 20, 33 6 0,54 0,36
Elementy statystyki opisowe;;
10 |teoria  prawdopodobienstwa | 24, 25, 31, 4 0,63 0,30
i kombinatoryka

Powyzsze wyniki wskazuja, ze uczniowie zdajacy egzamin na poziomie podstawowym
rozwiazuja zadania z poszczegdlnych dzialdéw na poziomie okolo 50 procent i wigcej. Najnizszy
wskaznik tatwosci z dzial: ,,Wyrazenia algebraiczne”, jest spowodowany tym, Ze jest to zadanie
typu ,,Uzasadnij...”. W dalszym ciagu zadania z ,,Geometrii na plaszczyznie kartezjanskiej”
sprawiaja zdajacym duze trudno$ci. Najtatwiejsze sa dla nich zadania z liczb rzeczywistych i
funkcji. Wynika to z faktu, ze zadania tego typu wystgpowaly na nizszych etapach edukacji
1 egzaminach.

4.2.3 Latwos¢ zadan w obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych

Tabela 7. Wartosci parametrow statystycznych zadan arkusza dla poziomu podstawowego w obszarach
standardow wymagan egzaminacyjnych

Obszar standardéw Srednia s(t)adnc dhayrlggj\?e
1. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. 0,79 0,22
2. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji. 0,70 0,25
3. Modelowanie matematyczne. 0,53 0,33
4. Uzycie i tworzenie strategii. 0,40 0,38
5. Rozumowanie i argumentacja. 0,14 0,26

Analiza tatwosci zadan w poszczego6lnych obszarach standardow wykazuje, ze najlatwiejsze
okazalo si¢ rozwiazywanie zadan badajacych umiejgtnosci opisane w standardzie I, w ktérym
zdajacy wykorzystuje i tworzy informacje. W dalszym ciagu najtrudniejszy jest standard V —
rozumowanie 1 argumentacja — wystepujacy w zadaniach na dowodzenie.

Udziat punktéw mozliwych do uzyskania za kazdy z obszaréw przedstawia tabela 8.

Tabela 8. Przyporzadkowanie zadan i punktow do obszaréw standardow wymagan egzaminacyjnych

Numer zadania w arkuszu Liczba
Obszar standardow : . Waga
Zadania zamknigte Zadania | punktéw
otwarte
1.. Wykorz"ystanle i tworzenie 7.9.10, 14, 16, 18, 21, 22 8 16%
informaciji.
2. Wykorzystanie i interpretowanie| 2, 3, 4, 5, 6, 8, 11, 12, 13, o
reprezentacii. 15, 19, 20, 23, 24, 25 26, 28, 19 38%
3. Modelowanie matematyczne. 1,17 31,32, 34 13 26%
4. Uzycie i tworzenie strategii. 29, 33 6 12%
5. Rozumowanie i argumentacja. 27, 30, 4 8%
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4.2.4 Latwos$¢ zadan i rozktad ich wynikow

Arkusz egzaminacyjny podstawowy byt dla zdajacych trudny. Bardzo trudne okazaly sig
zadania na dowodzenie: 25 1 29.
Stopien wykonania zadan z arkusza podstawowego przedstawiono w Tabelach 9 1 10.

Tabela 9. tatwos¢ zadan arkusza podstawowego

Numery zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
tatwos¢ zadan | 0,49 | 0,55 | 0,80 | 0,67 | 0,90 | 0,71 | 0,85 | 0,59 | 0,76 | 0,82 | 0,67

Numery zadan | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
tatwos¢ zadan | 0,87 | 0,84 | 0,84 | 0,59 | 0,84 | 0,74 | 0,79 | 0,66 | 0,79 | 0,65 | 0,74

Numery zadan 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 [ 30 | 31 | 32 | 33 | 34

tatwos¢ zadan |0,46|0,68|0,870,71|0,190,57|0,28 0,10 (0,48 | 0,71 0,45 0,38

Rysunek 1. tatwos$¢ zadan arkusza podstawowego
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Tabela 10. Interpretacja wskaznika tatwosci zadan arkusza podstawowego

Stopien trudnosci | Wskaznik tatwosci Numery zadan L'CZb?

zadan
Bardzo trudne 0,00-0,19 27,30 2
Trudne 0,20-0,49 1, 23, 29, 31, 33, 34 6
Umiarkowanie 0,50-0,69 2.4,8 11,15 19, 21, 24, 28 9
trudne

3,6,7,9,10,12, 13, 14, 16, 17, 18,

tatwe 0,70-0,89 20, 22. 25, 26, 32 16
Bardzo tatwe 0,90-1,00 5 1

W arkuszu dla poziomu podstawowego znalazly si¢ zadania od bardzo trudnych po bardzo
tatwe, co wskazuje na duze zrdznicowanie poziomu zadan. Sposréd zadah najlatwiejsze dla
zdajacych byly zadania zamknigte: 5 — roOwnanie z warto$cia bezwzgledna, ktére mozna bylo
rozwiazaé strategiq sprawdzania, 12 — planimetria, na zastosowanie twierdzenia Pitagorasa oraz 25
— na korzystanie ze $redniej arytmetyczne;.
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4.3 Analiza statystyczna wynikow arkusza rozszerzonego

Ponizej przedstawiono warto$ci wybranych wskaznikow wykonania zadan, takie jak np.
wskaznik latwosci poszczegoélnych zadan i zestawu zadan z arkusza rozszerzonego oraz tatwosci
zadan w poszczegdlnych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Przedstawione dane
dotycza calej grupy abiturientow, ktorzy wybrali matematyke na poziomie rozszerzonym.

4.3.1 Wskazniki statystyczne arkusza rozszerzonego

W Tabeli 11. przedstawiono wartosci wybranych wskaznikéw statystycznych (wynik
maksymalny, minimalny i §redni wyrazone w punktach i procentach) uzyskane przez zdajacych
za rozwiazanie zadan z arkusza rozszerzonego.

Tabela11. Wartosci parametréw statystycznych wynikow zdajacych na poziomie rozszerzonym

Zdajacy

Parametr statystyczny LO LP LU T Razem
Liczba zdajacych 1808 6 1 266 2 081
Wynik minimalny w punktach 0 1 5 0 0
Wynik maksymalny w punktach 50 37 5 49 50
Wynik sredni w punktach 27,08 11,17 5,00 16,51 25,67
Wynik $redni w % 54,16 22,33 10,00 33,02 51,35
Mediana w % 54 2 10 32 54
Modalna w % 54 15 10 32 52
Odchylenie standardowe w pkt 11,85 11,91 0,00 9,79 12,16
Odchylenie standardowe w % 23,70 23,82 0,00 19,58 24,32

Analizie statystycznej poddano wyniki 2081 zdajacych egzamin maturalny z matematyki
w maju 2012 roku. Statystyczny maturzysta uzyskat wynik 25,67punktow, co stanowi 51% liczby
punktow mozliwych do uzyskania za rozwiazanie zadan arkusza z poziomu rozszerzonego. Rozstgp
wynikéw wynosi 50 punktow i wskazuje na bardzo duze zréznicowanie umiejgtnosci zdajacych.
Warto$¢ miary rozrzutu (odchylenie standardowe) —12,16 — oznacza, ze okoto 70% zdajacych
uzyskato wyniki z przedziatu 14-38 punktow. Dla poréwnania w roku 2011 warto$¢ miary rozrzutu
wynosita 13,2 — co oznaczato, ze okoto 70% zdajacych uzyskalo wyniki z przedziatu 11-37
punktow.

4.3.2 Latwos¢ zadan w obszarach sprawdzanych tresci wymagan egzaminacyjnych

Tabela 12. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tresci poziomu rozszerzonego

Lp.| Zakres tresci Numery Liczba Wskaznik | Odchylenie
’ zadan punktéw tatwosci |standardowe

1. | Liczby rzeczywiste 1, 4 0,83 0,34

2. |Wyrazenia algebraiczne

3. | Réwnania i nierdwnosci 2,4,7, 13 0,48 0,31

4. | Funkcje

5. |Ciagi liczbowe 5, 6 0,50 0,33

6. | Trygonometria 3, 4 0,66 0,37

7. |Planimetria 9, 5 0,50 0,42

8. Geomgtr’ia na ptaszczyznie 6. 6 0,37 0,38
kartezjanskiej

9. |Stereometria 10, 5 0,74 0,37
Elementy statystyki opisowej;

10.|teoria  prawdopodobienstwa 8, 11 7 0,29 0,30
i kombinatoryka
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Powyzsze wyniki wskazuja, ze dla zdajacych najtrudniejszymi dziatami matematyki sa:
»Elementy statystyki opisowej, teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka” (0,29) i ,,Elementy
statystyki opisowej; teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka” — dowaod (0,37).

4.3.3 Latwos¢ zadan w obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych

Tabela 13 Wartosci parametrow statystycznych zadan arkusza dla poziomu rozszerzonego w obszarach
standardow wymagan egzaminacyjnych

Obszar standardéw Srednia Odchylenie standardowe
3. Modelowanie matematyczne. 0,83 0,34
4. Uzycie i tworzenie strategii. 0,52 0,26
5. Rozumowanie i argumentacja. 0,27 0,33

Analiza tatwo$ci zadan w poszczegdlnych obszarach standardéw wykazuje,
ze najtrudniejsze okazato si¢ rozwiazywanie zadan badajacych umiejgtnosci opisane w standardzie
V —rozumowanie i argumentacja — wystgpujacy w zadaniach na dowodzenie.

Udziat punktéw mozliwych do uzyskania za kazdy z tych obszaréw przedstawia Tabela 14.

Tabela 14. Przyporzadkowanie zadan i punktéw do obszaréw standardéw wymagan egzaminacyjnych

Numer zadania Liczba

Obszar standardéw . Waga
w arkuszu punktéow
3. Modelowanie matematyczne. 1, 4 8%
4. Uzycie i tworzenie strategii. 2,3,4,56,8,9, 10 40 80%
5. Rozumowanie i argumentacja. 7,11 6 12%

4.3.4 Latwos$¢ zadan i rozklad ich wynikéw

Arkusz egzaminacyjny rozszerzony byl dla zdajacych umiarkowanie trudny (0,51).
Najtrudniejsze okazaty si¢ zadania:
e 11.—przeprowadzenie dowodu z rachunku prawdopodobienstwa
e 7.—przeprowadzenie dowodu algebraicznego,
e 8. —obliczenia z kombinatoryki,
Najlatwiejsze okazaty si¢ zadania:
e 1. -—rozwiazanie zadania, prowadzacego do rownania kwadratowego
e 10.—znalezienie zwiazkéw miarowych w ostrostupie .
Stopien wykonania zadan z arkusza rozszerzonego przedstawiono w Tabelach 15.1 16.

Tabela15. Latwos¢ zadan arkusza rozszerzonego

Numery | 4 | o | 3 | 4 | 5| 6 | 7| 8 | 9 |10 | 11

zadan
L:;";:flc 0,83 | 0,67 | 0,66 | 0,45 | 0,50 | 0,37 | 0,29 | 0,32 | 0,50 | 0,74 | 0,25
Rysunek 2 tatwos¢ zadan arkusza rozszerzonego
m
[>e] <
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o o N e 3 =
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o ~ o o~
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Rysunek 2 tatwos¢ zadan arkusza rozszerzonego z podziatlem na szkoly
0,90
0,80
0,70 "o
0,60 T
0,50 # Razem
0,40
0,30 .
0,20 .
0,10 %
0,00 N
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11

Powyzsze dane wskazuja, ze uczniowie licedow ogdlnoksztalcacych sa lepiej przygotowani
do egzaminu maturalnego z matematyki niz uczniowie pozostatych typéw szkot 1 wyniki $rednie
przez nich uzyskane w arkuszu z poziomu rozszerzonego sa wyzsze od wynikow uzyskanych przez
absolwentow pozostalych typow szkot.

Tabela 16. Interpretacja wskaznika tatwosci zadan arkusza rozszerzonego

Stopien trudnosci

Wskaznik tatwosci

Numery zadan

Liczba zadan

Bardzo trudne 0,00-0,19 - --
Trudne 0,20-0,49 4,6,7,8, 11 5
pmarkowanie 0,50-0,69 2,3,5,9 4
tatwe 0,70-0,89 1,10 2
Bardzo tatwe 0,90-1,00 - -

Sposrdod zadan umieszczonych w arkuszu dla poziomu rozszerzonego nie byto zadan bardzo
trudnych 1 bardzo tatwych.

4.4 Analiza jakoSciowa zadan egzaminacyjnych

Analizy zadan zamknigtych dokonano ze wzgledu na najbardziej optymalne strategie
rozwiazania danych zadan
Wskazniki tatwosci zadan w wojewddztwie sa poréwnywalne z krajowymi i typowe bledy

w rozwiazaniach byty analogiczne jak w skali kraju.

Analiza jakosciowa poszczegdlnych zadan wykazuje, Zze zadania egzaminacyjne dobrze

ilustruja standardy wymagan egzaminacyjnych.
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Poziom podstawowy

Zadania zamknigte

STRATEGIA OTWIERANIA

Strategia otwierania polega na tym, Ze uczen rozwiazuje zadanie jako otwarte, a otrzymany wynik
odszukuje wsrod zaproponowanych odpowiedzi.

Zadanie 1. (1 pkt)
Ceng nart obnizono o 20%, a po miesiacu nowa ceng obnizono o dalsze 30%. W wyniku obu
obnizek cena nart zmniejszyla si¢ o

A. 44% B. 50% C. 56% D. 60%

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykonanie obliczen procentowych (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,49 — trudne 0,54 0,29 0,33 0,43 0,22
Poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 2. (1 pkt)
3
Liczba 3/(-8)™ -16* jest rowna
A. -8 B. -4 C. 2 D. 4
Sprawdzana umiejetnos¢
Zastosowanie praw dzialan na potggach o wyktadnikach wymiernych (standard II).
Wskaznik latwoSci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,55 — umiarkowanie trudne 0,64 0,33 0,34 0,45 0,28
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 3. (1 pkt)
Liczba (3 ~\2 )2 + 4(2 ~\2 ) jest rbwna
A. 19-1042 B. 17-4/2 C. 15+1442 D. 19+6y2

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Wykonanie obliczen na liczbach wymiernych z wykorzystaniem wzorow skréconego mnozenia
(standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,80 — latwe 0,88 0,58 0,49 0,73 0,32

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 4. (1 pkt)
Iloczyn 2-log, 9 jest rowny
3

A. -6 B. -4 C.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Obliczenie wartosci logarytmu (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwosSci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,67 — umiarkowanie trudne 0,77 0,44 0,36 0,55 0,26
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 10 (1 pkt)
Liczba tg30°—sin30° jest rowna
A. V3-1 B 3 C NER D. 23 -3
6 6 6
Sprawdzana umiejetnos¢
Planowanie i wykonanie obliczen na liczbach rzeczywistych (standard I).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,82 — latwe 0,88 0,66 0,48 0,75 0,50
Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 12. (1 pkt)
W trdjkacie rownoramiennym 4ABC dane sa |AC | = |BC | =5 oraz wysoko$¢ |CD| =2. Podstawa AB

tego trojkata ma dhugos¢

A. 6 B. 221 C. 2J29 D. 14

Sprawdzane umieje¢tnosci
Znalezienie zwiazkéw miarowych w figurach ptaskich. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
(standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,87 — latwe 0,92 0,72 0,58 0,84 0,54

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 14. (1 pkt) — (réwniez STRATEGIA SPRAWDZANIA)
Odcinki AB i CD sa rownolegte 1 |AB| =5, AC| =2, CD| =7 (zobacz rysunek). Dtugos¢ odcinka

AE jest rowna
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D
10
A —
- B
7
B 2
5 5
C. 3
D. 5

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Postuzenie si¢ wlasnosciami figur podobnych do obliczenia dlugosci odcinkéw (standard I).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,84 — latwe 0,86 0,76 0,74 0,81 0,75

Poprawna odpowiedz: D.

Zadanie 15. (1 pkt)
Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest rowne

A. 25 B. 50 C. 75 D. 100

Sprawdzana umiejetnos¢

Wykorzystanie zwiazku migdzy promieniem kota opisanego na kwadracie 1 dtugoscia jego boku
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,59 — umiarkowanie trudne 0,69 0,30 0,26 0,49 0,25

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 17. (1 pkt)
Miary katow czworokata tworza ciag arytmetyczny o réznicy 20°. Najmniejszy kat tego
czworokata ma miar¢

A. 40° B. 50° C. 60° D. 70°

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie wyrazdw ciagu arytmetycznego (standard I11).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,74 — latwe 0,81 0,49 0,44 0,67 0,42

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 18. (1 pkt)

Dany jest ciag (an) okreslony wzorem a, =(-1)" 2;2’1 dla n>1. Wowczas wyraz a, tego ciagu
n
jest rowny
i) B 2 ¢ 1 b L
25 25 25 25
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Sprawdzana umieje¢tnos¢

Obliczenie wyrazow ciagu okreslonego wzorem ogo6lnym (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,79 — latwe 0,86 0,61 0,49 0,72 0,40
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 19. (1 pkt)
Pole powierzchni jednej $ciany szescianu jest rowne 4. Objgtos¢ tego szescianu jest rOwna
A. 6 B. 8 C. 24 D. 64
Sprawdzana umieje¢tnos¢ (standard II)
Obliczenie objgtosci szescianu z wykorzystaniem zwiazkow miarowych w sze$cianie.
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,66 — umiarkowanie trudne 0,76 0,38 0,27 0,56 0,29
Poprawna odpowiedz: B.

STRATEGIA SPRAWDZANIA

Strategia sprawdzania warunkéw polega na tym, ze wuczen sprawdza, dla ktérej z
zaproponowanych odpowiedzi spetnione sa wszystkie warunki zadania.

Zadanie 5. (1 pkt)
Wskaz liczbg, ktora spetnia rownanie |3x + 1| =4x.

A, x=-1 B. x=1 C. x=2 D. x=-2

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Wykorzystanie pojgcia wartos$ci bezwzglednej do rozwigzania rownania (standard I1).

Wskaznik latwosci zadania dla

Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,90 — bardzo latwe 0,92 0,82 0,74 0,87 0,68
Poprawna odpowiedz: B.
Zadanie 7. (1 pkt) — (rowniez Strategia eliminacji i preferencji)
Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej y = —3(x — 7)(x +2) sa
A, x=7, x=-2 B. x=-7, x=-2 C. x=7, x=2 D. x=-7,x=2
Sprawdzana umiejetnos¢
Odczytanie miejsc zerowych funkcji kwadratowej z postaci iloczynowe;j (standard I).
Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,85 — latwe 0,91 0,75 0,61 0,81 0,53
Poprawna odpowiedz: A.

Zadanie 23. (1 pkt)
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Na okregu o réwnaniu (x —2)° +(y +7)* = 4 lezy punkt

A. A4=(-2,5) B. B=(2,-5) C. C=(2,-7) D. D=(7,-2)

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Zbadanie, czy dany punkt spetnia réwnanie okrggu (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,46 — trudne 0,57 0,22 0,14 0,33 0,13

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 25. (1 pkt)
Srednia arytmetyczna cen sze$ciu akcji na gieldzie jest rowna 500 zt. Za pie¢ z tych akceji zaptacono
2300 zl. Cena szostej akcji jest rowna
A. 400 zt B. 500 zt

C. 600 zt D. 700 zt

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie $redniej arytmetycznej 1 interpretowanie tego parametru w kontekscie praktycznym
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,87 — latwe 0,91 0,73 0,63 0,84 0,60
Poprawna odpowiedz: D.
STRATEGIA ELIMINACJI

Strategia eliminacji i preferencji polega na odrzuceniu tych odpowiedzi, ktore nie speiniaja
warunkoéw zadania, poczawszy od odpowiedzi najbardziej odbiegajacych od warunkow zadania,
konczac na tych najbardziej zblizonych.

Zadanie 8. (1 pkt)
Funkcja liniowa f jest okreslona wzorem f (x)= ax+6, gdzie a>0. Wowczas speliony jest
warunek

A f()>1 B. f(2)=2 C. f(3)<3 D. f(4)=4

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie interpretacji wspotczynnikow we wzorze funkcji liniowej (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,59 — umiarkowanie trudne 0,66 041 0,44 0,51 0,39

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 9. (1 pkt)

Wskaz wykres funkcji, ktora w przedziale <— 4, 4> ma doktadnie jedno miejsce zerowe.

B.

Sprawdzana umieje¢tnos¢

Odczytanie z wykresu funkcji jej miejsc zerowych (standard I).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO

LP

LU

T

TU

0,76 — latwe

0,83

0,55

0,42

0,69

0,43

Poprawna odpowiedz: C.

Zadanie 20. (1 pkt)

Tworzaca stozka ma dlugo$¢ 4 1 jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 45°.

Wysokos¢ tego stozka jest rowna
A. 242 B. lé6x

42

D.

87

Sprawdzana umieje¢tnos¢

Wyznaczenie wysokos$ci stozka z wykorzystaniem funkcji trygonometrycznych lub wiasnosci

kwadratu (standard II).
Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,79 — latwe 0,85 0,61 0,51 0,72 0,44

Poprawna odpowiedz: A.
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Zadanie 22. (1 pkt)
Punkt 4 ma wspélrzedne (5,2012). Punkt B jest symetryczny do punktu 4 wzgledem osi Ok,

a punkt C jest symetryczny do punktu B wzgledem osi Oy. Punkt C ma wspdtrzedne
A. (-5,-2012) B. (-2012,-5) C. (-5,2012) D. (-2012,5)

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie pojgcia uktadu wspotrzednych na plaszezyznie (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,74 — latwe 0,80 0,58 0,48 0,69 0,48
Poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 24. (1 pkt)
Flagg, taka jak pokazano na rysunku, nalezy zszy¢
z trzech jednakowej szerokosci paséw kolorowe;j
tkaniny. Oba pasy zewngtrzne maja by¢ tego
samego koloru, a pas znajdujacy si¢ migdzy nimi
ma by¢ innego koloru.
Liczba roznych takich flag, ktére mozna uszy¢,
majac do dyspozycji tkaniny w 10 kolorach, jest
roOwna
A. 100 B. 99 C. 90 D. 19
Sprawdzane umiejetnosci (standard II).

Zliczanie obiektow w prostych sytuacjach kombinatorycznych, zastosowanie zasady mnozenia

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,68 — umiarkowanie trudne 0,73 0,52 041 0,62 0,48

Poprawna odpowiedz: C.

LACZENIE STRATEGII

Laczenie strategii (strategia mieszana) polega na tym, Ze uczen rozwiazuje zadanie ré6znymi
strategiami, np. zaczyna od eliminacji dwoch odpowiedzi, a potem otwiera zadanie albo sprawdza
czy ktora z pozostatych odpowiedzi speinia warunki zadania.

Zadanie 11. (I pkt)
W trojkacie prostokatnym ABC odcinek AB jest przeciwprostokatng i |AB| =13 oraz |BC| =12.

Woweczas sinus kata ABC jest rowny

P—— B. > c. > p. 2
13 13 12 12
Sprawdzana umiejetnos¢ (standard II)

Wykorzystanie definicji do wyznaczenia warto$ci funkcji trygonometrycznych kata ostrego.

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,67 — umiarkowanie trudne 0,75 0,44 0,36 0,59 0,26

Poprawna odpowiedz: B.
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Zadanie 13. (I pkt)
W trojkacie prostokatnym dwa dtuzsze boki maja dtugosci 51 7. Obwdd tego trojkata jest rowny
A. 166 B. 146 C. 12+4/6 D. 12+2V6

Sprawdzane umieje¢tnosci (standard II)
Znalezienie zwiazkoéw miarowych w figurach ptaskich. Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa.

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,84 — latwe 0,89 0,68 0,58 0,79 0,52
Poprawna odpowiedz: D.
Zadanie 15. (1 pkt)
Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 5 jest rowne
A. 25 B. 50 C. 75 D. 100

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie zwiazku migdzy promieniem kota opisanego na kwadracie 1 dlugoscia jego boku
(standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,59 — umiarkowanie trudne 0,69 0,30 0,26 0,49 0,25

Poprawna odpowiedz: B.

Zadanie 16. (1 pkt)
Punkty 4, B, C, D dziela okrag na 4 réwne tuki. Miara zaznaczonego na rysunku kata wpisanego
ACD jest rbwna

A. 90°
B. 60°
C. 45°
D. 30°

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie zwiazku miedzy katem wpisanym i sSrodkowym do obliczenia miary kata (standard I).

Wskaznik latwos$ci zadania dla
LP LU T

Wskaznik latwosci zadania dla
ogolu zdajacych

LO TU

0,84 — latwe 0,87 0,73 0,70 0,81 0,69

Poprawna odpowiedz: C.
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Zadanie 21. (1 pkt)
Wskaz roéwnanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu 3x -6y +7=0.

1 1

A. y=5x B. y=—5x C. y=2x D. y=-2x

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Wskazanie rownania prostej rownoleglej do danej (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla

ogolu zdajacych

LO

LP

LU

T

TU

0,65 — umiarkowanie trudne

0,73

0,45

0,43

0,54

0,28

Poprawna odpowiedz: A.

Zadania otwarte

Omawiajac sposoby rozwiazania zadan otwartych, odwotujemy si¢ do rozwiazan
1 schematow ich oceniania (z uwzglednieniem kryteriéw oceniania zdajacych ze specyficznymi
trudno$ciami w uczeniu si¢ matematyki) zawartych w Kryteria oceniania odpowiedzi,
opublikowanych na stronie internetowej CKE:

Zadanie 26. (2 pkt)
Rozwiaz nierdwnos¢ x° +8x+15>0.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Rozwiazanie nieréwnos$ci kwadratowej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla

ogohu zdajacych LO LP LU T TU

0,71 — latwe 0,79 0,53 0,38 0,64 0,24
Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego x° +8x+15.
—8-2 _

Obliczamy A =64—4-1-15=4 istad x, =8T=—5 oraz x,=—¥2__3,
Podajemy zbidr rozwiazan nierownosci 3x° —10x+3<0: (—o0,—5)U(-3,).
Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Z/AJACY OLTZYINUJE ..cueereernrecsrrrecsssncssssnosssssosssssossassossasssssssesssssssssssesssssesssssssssssossssssssssssssssssssnsssses 1 pkt
gdy:

e obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x =-5, x=-3 1 na tym poprzestanie
lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierdéwnosci
albo

e rozlozy tréjmian kwadratowy x” +8x+15 na czynniki liniowe i zapisze nieréwno$¢
(x+3)(x+5)>0 inatym poprzestanie lub dalej popetni bledy
albo
e popelni btad przy obliczaniu wyroznika lub pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
(ale otrzyma dwa rézne pierwiastki) i konsekwentnie do tego rozwiaze nierownosc.
Zdajacy otrzymuje
gdy zapisze zbior rozwiazan nieréwnosci: (—o0,—5)U(-3,)

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢
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matematyki

1. JeSli =zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =-5,x,=-3 1 zapisze,
np.x e (—oo,—S)u(3,oo) popelniajac  tym samym blad przy przepisywaniu jednego
z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwiazan nierdwnosci w
postaci (—0,-3)U(-5,), to przyznajemy 2 punkty.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ tatwe dla ogdtu zdajacych i1 bylo jednym z dwoch najlatwiejszych zadan
otwartych w tym zestawie egzaminacyjnym.

Tylko 55% zdajacych rozwiazato to zadanie poprawnie, pozostali popetiali btedy na réznych etapach
rozwiazywania zadania.

Czg$¢ zdajacych prawidlowo wyznaczata pierwiastki trojmianu kwadratowego, ale blednie podawata
zbior rozwiazan nierowno$ci, np. wskazujac obliczone pierwiastki jako zbior rozwiazan tej
nierownos$ci. Do$¢ czgsto pojawialy si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy biednie zapisywali zbior
rozwiazan nieroOwnos$ci, np. w postaci przedziatu (—5,—3). Odnotowano rowniez rozwiazania, w

ktorych zdajacy popehili btedy rachunkowe przy obliczaniu pierwiastkow tréjmianu kwadratowego,
a nastepnie konsekwentnie do popetlionego btedu zapisywali zbior rozwiazan nieréwnosci. Za takie
rozwiazania zdajacy mogli otrzymac 1 punkt.

Grupa okolo 12% zdajacych nie otrzymala nawet jednego punktu za rozwiazanie tej nieréwnosci
kwadratowej, mimo iz ten typ zadania pojawia si¢ corocznie na egzaminie maturalnym.

Zadania 27. (2 pkt)
Uzasadnij, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c¢ spetniaja nierownosci O<a<b<c, to
a+b+c _a+b
> .
3 2

Sprawdzana umiejetnos¢
Uzasadnienie prawdziwos$ci nierdéwnosci algebraicznej (standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik fatwos$ci wedtug typu szkoty
ogohu zdajacych LO LP LU T TU
0,19 — bardzo trudne 0,27 0,04 0,01 0,09 0,01

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Mnozymy obie strony nierownosci przez 6:

2(a+b+c) >3(a+b)
Redukujemy wyrazy podobne:
2c>a+b

Uzyskana nierdwnos¢ jest rownowazna nierdéwnosci wyjsciowej, zatem wystarczy wykazac jej
prawdziwos¢. Z zatozenia wiemy, ze ¢ > a oraz ¢ >b- Wobec tego

2c=c+c>a+b
Co nalezato wykazac.
Przydzial punktow za takie rozwigzanie

ZdaJACY OLTZYIMUJE ..uueeereeecsnecssnecseecsnccssecssnnsssessssssssnsssassssesssssssssssssssssasssssssssssssssssassssasssssss 1 pkt

jesli przeksztalci podana nierowno$¢ do postaci 2¢>a+b lub (c—a)+(c—b)>0, lub

—a—b+2
—azbtie >0 ina tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ..uverrernrecssnresssancssssncssssnossssssssssssssssessssesssssssssssssssssosssssosssssossssssssasssssasss 2 pkt
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jesli przedstawi kompletny dowdd podanej nierownosci.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla absolwentéw LO trudne, a dla pozostatych zdajacych bardzo trudne.
Zadania typu Wykaz... z reguly budza obawy zdajacych. Tak byto rowniez w tym przypadku.
Ponad 20% maturzystow nie podjeto proby rozwiazania tego zadania, a 70% nie uzyskato
nawet 1 punktu.

Tylko 7% maturzystow poprawnie wykorzystato zatozenia 1 uzasadnito prawdziwo$¢ podanej
nierownosci algebraicznej. Jednak najczg$ciej zdajacy przeksztalcali podana nierownos$ci do
postaci 2c¢ >a+b 1 na tym konczyli dowdd. Za takie rozwigzanie uzyskiwali 1 punkt. Warto
podkresli¢, ze odnotowano réwniez nietypowe, inne od opisanych w schemacie, sposoby
rozwiazania. Oto przyktad rozumowania przedstawionego przez jednego ze zdajacych:

Jesli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spetniaja nieréwnosci 0 <a <b<c, to mozemy je zapisaé
w postaci a, b=a+x, c=a+y,przyczym y>x>0.

a+a+x+a+y>a+a+x
3 2

Udowodnimy, ze

3a+x+y>2a+x

Przeksztalcamy tozsamos$ciowo tg nierownos¢: 5

6a+2x+2y>6a+3x,astad 2y > x, co jest prawda, poniewaz y > x.

Nadal pojawialy si¢ rozwiazania, w ktérych zdajacy dowodzili prawdziwosci tezy dla kilku
wybranych liczb 1 wnioskowali na tej podstawie o prawdziwosci tezy dla wszystkich liczb
spetniajacych zatozenie.

Zadanie 28. (2 pkt)

Liczby x,=—4 i x,=3 sa pierwiastkami wielomianu W (x)=x’ +4x> —9x—36. Oblicz trzeci

pierwiastek tego wielomianu.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie rOwnania wielomianowego metoda rozktadu na czynniki (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwosci zadania dla
ogoélu zdajacych LO LP LU T TU
0,57 — umiarkowanie trudne 0,69 0,34 0,18 0,44 0,16

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Przedstawiamy wielomian W (x) w postaci iloczynowej, stosujac metodg grupowania:

W(x)=x+4x*-9x-36=x" (x+4)—9(x+4)=(x+4)(x—3)(x+3).
Pierwiastkami wielomianu W (x) sa zatem
x, =—4, x,=3 oraz x; =-3.

Odpowiedz: Trzecim pierwiastkiem wielomianu jest liczbax =-3.

Przydzial punktow za rozwiazanie zadania

Z/dAJACY OLTZYINUJE ..cueereevunrecsnrecsnressssecssssncssssesssssssssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssns 1 pkt
gdy pogrupuje wyrazy do postaci, z ktorej tatwo mozna przej§¢ do postaci iloczynu, np.:
W(x)= (x2 —9)(x + 4) lub W(x)= (x + 4)(x — 3)(x + 3) ina tym poprzestanie lub dalej
popeini bledy.

Z/dAJACY OLTZYINUJE ..cuvererrrresssnressnecssasncssasnossssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnss 2 pkt

gdy bezblednie obliczy trzeci pierwiastek wielomianu: x =-3.
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Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogdtu zdajacych umiarkowanie trudne.

Mimo iz ten typ zadania pojawial si¢ na egzaminach maturalnych (a takze w arkuszach
wczesniej publikowanych na stronie CKE i OKE), to tylko 56% zdajacych rozwiazato to
zadanie poprawnie, pozostali zdajacy nadal popeiniali btedy na réznych etapach rozwiazywania
zadania:

* niepoprawnego grupowania wyrazow, np. x*(x+4)-9(x—4)=(x+ 4)(x2 —~ 9) ,
e niepoprawnego grupowania wyrazow, np. x”(x+4) 9(x+4) (pomijanie znaku dziatania),
o niewlasciwego rozktadu na czynniki, np. x* (x+4)-9(x—4)=(x+4)(x—4)(x-3)(x+3)

e niewlasciwego dzielenia x°+4x-9=36 i rozwiazywania réwnania x"+4x—45=0,
obliczania A 1 pierwiastkOw rownania.

Zadanie 29. (2 pkt)
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach 4=(-2,2) i B =(2,10).

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Wykorzystanie wlasnosci symetralnej odcinka do wyznaczenia jej rownania (standard V).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogohu zdajacych LO LP LU T TU
0,28 — trudne 0,39 0,05 0,04 0,15 0,02

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
10-2 _»

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej AB: Zatem wspotczynnik

[\
|
|
[\
~—

j. Symetralna odcinka 4B ma

N |~

kierunkowy prostej prostopadiej do prostej AB jest rowny (—

242 2410
2 72

rébwnanie y = —%x+b . Punkt § =[ j= (0,6) jest $rodkiem odcinka AB.

Symetralna tego odcinka przechodzi przez punkt S, wigc 6 :—%-O+b. Stad =6, a wigc

. . 1
symetralna odcinka 4B ma rdwnanie y = —Ex +6.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Z/dAJACY OLTZYINUJE ..cueereevuneecsnrecsneessasecssssesssssecssssesssssesssssesssssesssssssssssssssssessssssssssassssssssssss 1 pkt

e gody poprawnie wyznaczy wspohzedne $rodka odcinka AB: S = (0,6) oraz wspdtczynnik
kierunkowy prostej AB: a =2 1 na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy
albo
e gdy popelni biedy rachunkowe przy wyznaczaniu wspotrzednych $rodka odcinka
albo wspotczynnika kierunkowego prostej AB 1 konsekwentnie wyznaczy réwnanie
symetralne;j.

Z/dAJACY OLTZYINUJE ..cuvererrrresssnressnecssasncssasnossssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnss 2 pkt

gdy wyznaczy rownanie symetralnej odcinka 4B: y = —%x +6 Iub x+2y—-12=0.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie
matematyki

Jesli zdajacy przepisze z btedem wspotrzedne punktéw 1 wyznaczy konsekwentnie rownanie
symetralnej odcinka 4B, to za takie rozwigzanie przyznajemy 2 punkty.
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Komentarz
Zadanie okazato si¢ umiarkowanie trudne dla ogotu zdajacych.
Ponad 68% maturzystow nie otrzymato zadnego punktu za rozwiazanie tego zadania.

Zdajacy, ktorzy zaczynali rozwiazywa¢ to zadanie, liczyli tylko dlugo$¢ odcinka AB, co
zupetnie nie wiazato si¢ z treScia zadania. Rowniez pisali rGwnanie prostej przechodzacej przez
punkty 4 1 B, ale nie umieli tego wykorzysta¢ do napisania rownania symetralnej odcinka.

Zadanie 30. (2 pkt)
W trojkacie ABC poprowadzono dwusieczne katow A 1 B. Dwusieczne te przecinaja si¢ w punkcie
P. Uzasadnij, ze kat APB jest rozwarty.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (standard V).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwos$ci zadania dla
ogoltu zdajacych LO LP LU T TU
0,10 — bardzo trudne 0,14 0,00 0,00 0,03 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
[ ACB|=7y,

Niech |[J BAC|=2a,

[ ABC|=2p,

[ APB|=6.

Suma miar katoéw wewngtrznych w trdjkacie rowna jest 180°, wigc w trojkacie ABC mamy
2a0+2p+y =180".

Poniewaz y >0°, wigc 2a +2£ <180°, stad o+ < 90°.

W trojkacie ABP mamy o + f+06 =180".

Stad 1 z otrzymanej nieréwnosci @ + £ < 90" wynika, ze 6 >90°.

Oznacza to, ze kat APB jest katem rozwartym.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Z.dAJACY OLTZYINUJE ..cuvereerrrecssnressnnessssncssasncsssssssssssssssssssssesssssesssssosssssssssssessssssssssssssssssssnss 2 pkt

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie i uzasadni, ze kat APB jest katem rozwartym.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla ogotu zdajacych bardzo trudne i jednocze$nie bylo dla nich najtrudniejszym
zadaniem w tym arkuszu.

Rozwiazywanie zadan z planimetrii, a w szczegdlnosci dotyczacych przeprowadzenia dowodu
geometrycznego, stanowia duza trudnos¢, bez wzgledu na stopien ich ztozonosci. W omawianym
zadaniu zdajacy mieli przeprowadzi¢ proste rozumowanie oparte na wilasno$ciach dwusiecznych
katow trojkata.

Ponad 19% maturzystow nie podjgto proby rozwiazania tego zadania, a tylko 10% maturzystow
poprawnie wykorzystato zatozenia i1 uzasadnito, ze kat APB jest rozwarty. Jednak najczesciej
zdajacy zapisywali, ze suma miar katow wewngtrznych w trojkacie rowna jest 180° 1 nie umieli
tego wykorzystac.
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Zadanie 31. (2 pkt)
Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. Oblicz

prawdopodobienstwo zdarzenia A, polegajacego na wylosowaniu liczb, ktorych iloczyn jest
podzielny przez 6.

Sprawdzana umiejetnos¢
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa

(standard I1I).
Wskaznik latwoSci zadania Wskaznik latwosci zadania dla
dla ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,48 — trudne 0,56 0,24 0,12 0,41 0,13

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary uporzadkowane (x,y) dwoch liczb ze zbioru

{1,2,3,4,5,6,7}.
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =7-7=49.

[loczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6, gdy:
e jedna z tych liczb jest rowna 6 (wowczas druga jest dowolna)
albo

e jedna z liczb jest 3, a druga jest 2 lub 4.

Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest wigc réwna
|4]=(2-7-1)+2-2=17.

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rowne: P(A) = i—;
Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Z.dAJACY OLTZYINUJE ..cuvereerrrecsnresssnressssncssasnsssssssssssssssssssssssesssssssssssosssssssssssessssssssssssssssssssnss 1 pkt

gdy

e obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =7"=49
albo

e obliczy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 : |A| =17

Z.dAJACY OLTZYINUJE ..cuvereerrrecssrrecsneessssncssasnsssssesssssssssssesssssesssssesssssesssssssssssossssssssssssssssssssnss 2 pkt
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = % .
Komentarz

Rozwiazujac zadanie zdajacy mial wykazaé si¢ umiejgtnoscia obliczenia prawdopodobienstwa w
prostej sytuacji probabilistycznej. Dobranie wlasciwego modelu, zliczenie odpowiednich wynikow i
zastosowanie twierdzenia ,,Klasyczna definicja prawdopodobiefstwa’ to najczgsciej stosowany sposob
rozwiazania zadania. Nie wymagalo ono stosowania wzorow kombinatorycznych. W wigkszosci
zdajacy poprawnie stosowali definicj¢ klasyczna prawdopodobienstwa, chociaz odnotowano réwniez
niepoprawne stosowanie klasycznej definicji - dzielenie mocy zbioru Q przez moc zbioru A4.

W wielu przedstawionych rozwiazaniach zabraklo refleksji 1 poprawienia rozwiazania, gdy
otrzymany wynik prawdopodobienstwa zdarzenia byt wigkszy od 1.
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Zadanie 32. (4 pkt)
Ciag (9,x,19) jest arytmetyczny, a ciag (x,42,,z) jest geometryczny. Oblicz x, y oraz z.

Sprawdzana umiejetnos¢
Zastosowanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i geometrycznego (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogotlu zdajacych LO LP LU T TU
0,71 — latwe 0,80 0,47 0,22 0,63 0,16

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Ciag (9, x,19) jest arytmetyczny, wigc wyraz $rodkowy jest Srednia arytmetyczna wyrazow

9+19=14_

sasiednich: x =

Wiemy, ze ciag (14, 42,y,z ) jest geometryczny, zatem jego iloraz jest rowny g = % =3.

Wobec tego y=3-42=1261 z=126-3=378.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiazania
ZAAAMUA c.nnreeriiiiirnrricssssnniossssnsiesssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
. L S 9+
. wykorzystanie wlasno$ci ciggu arytmetycznego 1 zapisanie, np. x = — lub

2x=9+19 lub x=14
albo

e wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie, np. 42° = xy lub y* =42z.
Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania.........coeecensecsninensensecssensnecsnesecssecsnessenans 3 pkt

Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego g =3.

Rozwigzanie pelne .........iieeriineiiissniiiisniissnninsnncnsencsssnncsssnecssseessssnes 4 pkt
Obliczenie x =14, y =126, z=378.
Komentarz

Zadanie okazato si¢ tatwe dla ogotu zdajacych. Zdajacy nie mieli problemoéw z interpretacja tresci
zadania (w tym z wykorzystaniem wlasno$ci ciagu arytmetycznego), trudnosci pojawity si¢ na
etapie rozwigzywania uktadu rownan.
Najczesciej powtarzajace si¢ bledy w rozwiazaniach zadania, to:
e bledy rachunkowe w przeksztatceniach
e sprawdzanie warunkow zadania dla kilku wybranych wartosci x 1 y 1 na podstawie tych
obliczen formulowanie odpowiedzi, czgsto btedne;j
e mylenie ciagow
e bledy rachunkowe przy prébach wyznaczania réznicy ciagu arytmetycznego lub ilorazu
ciaggu geometrycznego

Czgsto pojawialy si¢ rozwigzania, w ktorych zdajacy zapisywali wyniki (bez obliczen): x =14,
y =126, z =378 . Za takie rozwigzanie zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Zadanie 33. (4 pkt)
W graniastostupie prawidlowym czworokatnym ABCDEFGH przekatna AC podstawy ma dtugos¢
4. Kat ACE jest rowny 60°. Oblicz objgtos¢ ostrostupa ABCDE przedstawionego na ponizszym
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rysunku.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Obliczenie objetosci wielo$cianu (standard V).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla

ogolu zdajacych LO LP LU T TU

0,45 — trudne 0,55 0,18 0,07 0,36 0,08

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania

H G
E f F
\\ ;
"\
N\
\\E
B

a) Obliczenie pola podstawy ostrostupa

Podstawa ABCD ostrostupa jest kwadratem o boku 4B. Stosujac wzor na przekatna kwadratu, mamy

4=|4B|V2, stad |AB|:i=2ﬁ.

2

2
Obliczamy pole P podstawy ostrostupa: P = (2\/5 ) =8.

b) Obliczenie wysokos$ci AE ostrostupa

W trojkacie EAC mamy |AC|=4i |1 ACE|=60°, stad |4E|= # =443,
¢) Obliczenie objetosci ostrostupa

Objetosc ostrostupa jest rowna V' :§-8-4\/— = %\/3 .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania

Obliczenie wysokosci AE ostrostupa: |AE | =443 albo obliczenie pola P podstawy ostrostupa:
2
P=(22) =8.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania........c.eceieeiciverinnsencssencssencssenesssessssssssssnnecs 3 pkt

Obliczenie pola podstawy 1 wysokos$ci ostrostupa.

Uwaga
Jesli zdajacy obliczy jedna z tych wielkos$ci z btedem rachunkowym, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwiazanie pelne ........eioeeinnnieisniiiininisnenssneinsnnecssnnecssseecssseecssenenns 4 pkt
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Obliczenie objgtosci ostrostupa: V' = %\/5 .

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie
matematyki

Nie obnizamy punktacji zadania za biedy nieuwagi, np. gdy zdajacy poprawnie obliczyt wysoko$¢
ostrostupa, ale przy obliczaniu obj¢tosci podstawit biedna wartos¢.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ trudne dla ogétu zdajacych Tylko 30% zdajacych otrzymalo za rozwiazanie
tego zadania komplet punktow, a 21% otrzymato tylko 1 punkt. Mimo podanego rysunku bryty,
zdajacy blednie rysowali ostrostup 1 bigdnie interpretowali podane dtugosci.

Zadanie 34. (5 pkt)

Miasto A i miasto B taczy linia kolejowa dtugosci 210 km. Srednia predkosé¢ pociagu pospiesznego
na tej trasie jest o 24 km/h wigksza od $redniej predkosci pociagu osobowego. Pociag pospieszny
pokonuje teg trase o 1 godzing krocej niz pociag osobowy. Oblicz czas pokonania tej drogi przez

pociag pospieszny.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwigzanie zadania, umieszczonego w kontek$cie praktycznym, prowadzacego do rozwiazania
roéwnania kwadratowego (standard I1I).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla Wskaznik latwoS$ci zadania dla
ogotu zdajacych LO LP LU T TU
0,38 — trudne 0,50 0,09 0,03 0,23 0,03

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania

Przyjmujemy oznaczenia np.: ¢ — czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag osobowy,
v — $rednia predkos¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing.
Zapisujemy zalezno$ci miedzy czasem a pr¢dkoscia w sytuacji opisanej w zadaniu:

t-v=210
{(l—l)-(v+24) =210
Rozwiazujac uktad réwnan doprowadzamy go do postaci rownania kwadratowego z jedna
niewiadoma, np.: 4t —4t-35=0.

Stad otrzymujemy ¢, = % = —% lub ¢, = 4 +824 = % =3,5. Zauwazamy, ze [, jest sprzeczne

z warunkami zadania.
Obliczamy czas przejazdu tej drogi przez pociag pospieszny:3,5—-1=2,5.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwigzania
.11 £ ) 11 RO OO PP P PO UPPROTPR 1 pkt
Zapisanie rOwnania z dwiema niewiadomymi

(t—l)(v+24) =210
gdy ¢ oznacza czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag osobowy, a v $rednia

predko$¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing,
lub

(t+1)(v—24) =210
gdy ¢ oznacza czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag pospieszny, a v srednia
predko$¢ pociagu pospiesznego w kilometrach na godzing.




Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadzonego w roku szkolnym 2011/2012 w wojewodztwie kujawsko-pomorskim

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStEP ........ccccceeeviiiiiiiiiiiiiieieeeeee e 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi v i ¢, np.:

t-v=210 1ub t-v=210
u
(t-1)-(v+24)=210 (t+1)-(v-24)=210
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt
Zapisanie rOwnania z jedna niewiadoma v lub #, np.:

(t—l)-[¥+24j=210 lub (&—1)@”4):210 lub 24(t-1)-t=210.
v

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...............c.coooiiiiiiiiiiie 4 pkt

e rozwiazanie réwnania z niewiadoma v lub ¢ z bledem rachunkowym i konsekwentne
obliczenie czasu pokonania drogi przez pociag pospieszny

albo

e obliczenie czasu jazdy pociagu osobowego: ¢ = 3,5 inie obliczenie czasu pokonania tej
drogi przez pociag pospieszny.

Rozwiazanie pelne ... 5 pkt

Obliczenie czasu pokonania tej drogi przez pociag pospieszny: 2,5 godziny.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢

matematyki
Przyklad 1.

Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwiazanie:

v - predkos¢ pociagu osobowego, ¢ - czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag osobowy

v+24:&
t—1

210=v-t
{210=(v+24)t—1
1 na tym zakonczy, to takie rozwiazanie kwalifikujemy do kategorii Rozwiazanie, w ktorym jest
istotny postep 1 przyznajemy 2 punkty, mimo ze w drugim réwnaniu uktadu zdajacy nie ujal
wyrazenia t—1 w nawias. Zapis rownania v+24:& wskazuje na poprawna interpretacje

t-1
zalezno$ci migdzy wielko$ciami.

Przyklad 2.
Jesli zdajacy przedstawi nastgpujace rozwiazanie:

v - predkos¢ pociagu osobowego, ¢ - czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag osobowy

, =210
y+24=210 t 210 120 54219
T |ve2a==2 1 -
-1

1 na tym zakonczy, to takie rozwiazanie kwalifikujemy do kategorii Pokonanie zasadniczych

. : : . 120 210 .
trudnosci zadania i1 przyznajemy 3 punkty, mimo ze w rownaniu T+24:t_ zdajacy

przestawit cyfry w zapisie liczby 210 i1 pominat liczbg 1 w mianowniku utamka.
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Przyklad 3.
Je$li zdajacy otrzyma inne réwnanie kwadratowe, np. 4¢°+4r—35=0 zamiast rownania

4t* —4t—35=0 (np. w wyniku zlego przepisania znaku lub liczby), konsekwentnie jednak rozwiaze
otrzymane rownanie kwadratowe, odrzuci ujemne rozwiazanie i pozostawi wynik, ktory moze by¢
realnym czasem jazdy pociagu pospiesznego, to takie rozwiazanie kwalifikujemy do kategorii

Rozwigzanie pelne 1 przyznajemy S punktow.

Komentarz

Zadania tego typu wystepuja od kilku lat w arkuszach egzaminu maturalnego, jednak 53%
zdajacych otrzymato 0 punktow za rozwigzanie tego zadania. (14% zdajacych nie podjgto proby
rozwiazania tego zadania).

Wsrod tych, ktorzy podjeli si¢ rozwiazania 18% zdajacych zapisywalo tylko rownanie
t-v=210
(t-1)-(v+24)=210
Za ten etap rozwiazania, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 (za zapisanie
tylko jednego rownania) lub 2 punkty.

Rzadziej pojawialy si¢ rozwiazania, w ktérych zdajacy zapisywali (bez obliczen), ze czas
pokonania tej drogi przez pociag pospieszny jest rowny 2,5 godziny. Za takie rozwiazanie, zgodnie
ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Bledy w rozwiazaniu zadania pojawiaty si¢ na réznych etapach. Zdajacy, np.:
e Dbilednie zapisywali réwnanie opisujace zaleznosci dla pociagu pospiesznego i okazywato sig,
ze jedzie on dtuzej 1 wolniej niz pociag osobowy, np.: przy oznaczeniach ¢ — czas pokonania
catej trasy w godzinach przez pociag osobowy, v — $rednia predkos$¢ pociagu osobowego w

kilometrach na godzing (7+1)-(v—24)=210

(t—1)-(v+24)=210 lub uktad rownan { i na tym konczyli.

e popehniali bledy przy przeksztatceniu uktadu do rownania kwadratowego
e blednie interpretowali tre§¢ zadania i porownywali wielko$ci roznych typdw, np. zapisywali
t-1)=(v+24
uktad (1=1)=( ) :
(1-1)-(v+24)=210

Poziom rozszerzony

Omawiajac sposoby rozwiazania zadan otwartych, odwotujemy si¢ do rozwiazan
i schematow ich oceniania zawartych w Kryteriach oceniania odpowiedzi, opublikowanych na
stronie internetowej CKE:

Zadanie 1. (4 pkt)
Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite takie, ze najwigksza z nich jest rowna sumie kwadratow
trzech pozostatych liczb.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwiazanie zadania prowadzacego do rozwigzania rOwnania kwadratowego (standard II1).

Wskaznik latwosci zadania dla ogo6tu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,83 — latwe 0,85 0,70

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
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Niech a oznacza najmniejsza z czterech szukanych liczb catkowitych. Wtedy kolejne liczby to:
a+l, a+2, a+3.

Zapisujemy zatem rownanie kwadratowe a+3=a’+(a+ 1)2 +(a+ 2)2

ktore po przeksztatceniu przyjmuje postaé  3a” +5a+2=0.
) . . 2 ) .2 )
Roéwnanie to ma dwa rozwigzania: a, =—1, a, = _E . Rozwiazanie _E odrzucamy jako

sprzeczne z trescia zadania (nie jest to liczba catkowita).
Zatem szukane liczby to: -1, 0, 1, 2.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania ......... ... 1 pkt
Zapisanie kolejnych czterech liczb catkowitych, np.: a, a+1, a+2, a+3, gdzie a jest liczba

calkowita.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......................cooiiii, 2 pkt

Zapisanie rOwnania z jedna niewiadoma:
a+3=a’ +(a—i-1)2 +(a+2)2 lub 3a*+5a+2=0

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ... 3 pkt

. y . 2 2 ., .
e Przeksztalcenie rownania a +3=a’ +(a+1) +(a+2)" do postaci rownania

kwadratowego z btgdem rachunkowym (na przyktad btad w redukcji wyrazéw podobnych
lub w przepisywaniu) i konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do konca (o ile
otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste)

albo
. . , . 2 . .
e poprawne rozwiazanie rownania kwadratowego 3a” +5a+2 =0, nieodrzucenie

rozwiazania -3 1 podanie w odpowiedzi dwoch czworek liczb.

Rozwiazanie pelne ... 4 pkt
Zapisanie czworki liczb catkowitych spetniajacych warunki zadania: -1, 0, 1, 2.

Komentarz
Zadanie okazato si¢ najtatwiejszym zadaniem w tym arkuszu.

Uczniowie, ktorzy przystapili do rozwiazywania tego zadania, z reguty nie mieli problemu
z zapisaniem kolejnych czterech liczb catkowitych np.: a,a+1, a+2, a+3. Trudno$ci

pojawialy sie na etapie przeksztalcenia réwnania a+3=a’+ (a + 1)2 + (a + 2)2 do prostszej

postaci. Pojawiaty si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy stosowali wzory na ciag
arytmetyczny, ale nie zauwazali, Ze roznica r =1 1 dalej nie umieli rozwiaza¢ danego problemu.

Czasami popelnianym przez zdajacych biedem bylo podanie dwoch rozwiazan, nie
odrzucenie rozwigzania niecatkowitego.

Zadanie 2. (4 pkt)
Rozwiaz nierdéwnos¢ x* +x” > 2x.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Rozwiazanie nierdéwno$ci wielomianowe;j (standard V).

Wskaznik latwos$ci zadania dla ogolu \ Wskaznik latwosci zadania
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zdajacych LO T

0,67 — umiarkowanie trudne 0,72 0,38

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Zapisujemy nieréwno$é w postaci x* + x> —2x >0, a nastepnie przedstawiamy lewa strong
nierdwnos$ci w postaci iloczynowe;:

xt+x° —2x=x(x3 +x—2)=)c(x(x2 —1)+2(x—1)):

= x(x(x—l)(x+1)+2(x—1)) = x(x—l)(x(x—i—l)+2):x(x—l)(x2 +x+2)'

Zauwazamy, ze trojmian x” +x+2 przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby rzeczywistej
X, zatem rozwiazanie nierOwnosci x(x—l)(x2 +x+ 2) >0 jest jednoczes$nie rozwiazaniem

nierownosci kwadratowej x(x—1)> 0, czyli suma przedziatow (—oo, 0) (1, +0).

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ceveeuerecsseeecssanecssseesssnesssnnesssnsesssssessssesssssesssssesssssesssssessssssssssssssssessssasssssssssssssssss 1 pkt

Zapisanie wielomianu x* + x* —2x w postaci iloczynu, w ktorym jednym z czynnikow jest x
lub x—1.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep......ccccceeeecseeeseccsuecseccseecnnes 2 pkt

Zapisanie nierdwnos$ci w postaci iloczynu czynnikdéw stopnia co najwyzej drugiego , np.
)c()c—l)(x2 +x+2) >0.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........ccoeeeeirecccrenecssercsssencsssencssencsssessssseseses 3 pkt
e Zauwazenie, ze rozwiazanie nierdbwnosci x* +x° —2x > 0 jest jednocze$nie
rozwigzaniem nierdwnos$ci kwadratowe;j x(x — l) >0
albo

e narysowanie i uzupetnienie tabeli znakéw lub sporzadzenie szkicu wykresu
wielomianu z uwzglednieniem jego miejsc zerowych.

Rozwigzanie pelne.........eiiieieineiiiiniiinneinieenssneecssneecssseecssseecsseessenes 4 pkt

Komentarz

W zadaniu tym zdajacy czgsto popetniali btad, dzielac obie strony nierdwnosci przez x, nie
zapisujac, ze x # 0 oraz nie rozpatrywali pozostalych przypadkéw, co skutkowato otrzymaniem
0 punktéw za cale zadanie.

Wigkszos¢ zdajacych, ktérzy doprowadzili nieréwnos¢ do postaci, np.: x(x - 1)(x2 +x+ 2) >0

w ogole nie pisali o znaku tréjmianu x” +x+2 i od razu podawali rozwiazanie.

Zadanie 3. (4 pkt)
Rozwiaz rownanie cos2x+2 =3cosx.

Sprawdzana umiejetnos¢
Rozwiazanie réwnania trygonometrycznego (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,66 — umiarkowanie trudne 0,70 0,35

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Wykorzystujac wzér na cosinus podwojonego kata: cos2x =2cos’ x—1, przeksztalcamy
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roOwnanie do postaci, w ktérej wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:
(2cos2 x—l)—3cosx+2 =0.

Porzadkujemy i otrzymujemy réwnanie: 2cos’ x—3cosx+1= 0, ktorego rozwiazaniami sa
1

cosx=1 lub cosx:E.

Zapisujemy rozwiazania tych rownan:

x=2kmoraz x = §+ 2kx lub x = —% + 2k, gdzie k jest liczba catkowita.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ccuveeirenseinsaeisnecsansssnesssnssessssessssssssesssassssessssssssssssassssssssassssessssssssssssassssesssssssasssns 1 pkt

Zapisanie rownania w zalezno$ci od jednej funkcji trygonometrycznej argumentu x, np.:

(2coszx—1)—3cosx+2=0 lub 2cos’ x—3cosx+1=0.

Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny POStEP .ccccceeecuerercurrcscnrecsnrecsnresnns 2 pkt

1

. . ’ . 2 . .

Rozwiazanie rOwnania 2cos” x—3cosx+1=0 z niewiadoma cosx: cosx =1 lub cosx=—.
2

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania..........coeeevvercnceicisnicssnnscnns 3 pkt

Rozwiazanie jednego z rbwnan cosx =1 lub cosx =—.

Rozwigzanie pelne.......eeeeineinuecseicsniinninnenneicneinecnsessnesssessseennns 4 pkt

Rozwiazanie réwnania: x =2kx, gdzie k jest liczba catkowita lub x =%+ 2km, gdzie k jest

liczba catkowita lub x = —% + 2k, gdzie k jest liczba catkowita.

Komentarz
Zdajacy na ogot poprawnie przeksztalcili rownanie do postaci, w ktorej wystegpuje tylko jedna
funkcja trygonometryczna argumentu x: (2 cos’ x— 1) —3cosx+2=0.Na tym etapie zatrzymalo

si¢ 10% zdajacych. Na etapie rozwiazania réwnania z niewiadoma cosx: cosx=1 lub
1 . . ., , 1 .
COSX = > zakonczyto 19 %. Trudno$¢ sprawiato rozwigzanie rownan : cosx =1 lub cosx = > i

zapisanie ich ogdélnych rozwiazan. Czgsto podawano rozwiazania tylko z przedziatu <—27z, 27r>,

— tak jak wymagano tego w podobnym zadaniu na egzaminie w 2011 roku.
Tylko 42% zdajacych otrzymato komplet punktow za poprawne rozwigzanie roOwnania .

Zadanie 4. (6 pkt)

Oblicz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktorych réwnanie x° — (m + 2)x +m+4=0 madwa

rozne pierwiastki rzeczywiste x, ,x, takie, ze x;' +x3 =4m’ +6m> —=32m+12.

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie rownania kwadratowego z parametrem, przeprowadzenie dyskusji 1 wyciagniecie
wnioskow (standard V).

Wskaznik latwos$ci zadania dla ogolu \ Wskaznik latwosci zadania
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zdajacych LO T

0,45 — trudne 0,49 0,22

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Korzystamy ze wzoréw Viete’a: x, +x, =m+2, x,-x, =m+4.
Mamy teraz:

2 2 2 2
4 4 2 2 2.2
X +x, :(xl +x2) —2x/x, :((x1+x2) —2x]x2) —2(x1x2) =

2
=((m+2) =2(m+4)) =2(m+4)" =m*+4m’ —6m* =32m—16
Stad otrzymujemy réwnanie
m*+4m’ —6m* —=32m—16=4m’ + 6m* —=32m+12,
czyli m* —12m*> +36 =64
Zatem (m*—6) =64, stad: m* ~6=—8 lub m* ~6=8,
czyli m> =-2 lub m*> =14.
Przypadek m’ = -2 jest niemozliwy; zatem m” =14, czyli m = V14 Tub m=—-14.
Zauwazamy, ze jesli m* =14,t0 A=m’-12=14-12=2>0, a wigc oba pierwiastki x, i x, sa

rzeczywiste.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z dwoch czesci:

a) Pierwsza cze$¢ polega na rozwiazaniu nierdwnosci A>0: me (—oo, NE ) U (2\/§ ,0 ) Za

poprawne rozwiazanie tej cz¢sci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Zdajacy nie musi rozwiazywac nierownosci A > 0 o ile w dalszej cze$ci rozwiazania

sprawdzi, ze dla m =+/14 lub m =—/14 mamy m*> =14, wiec A >0

b) Druga cze$é polega na doprowadzeniu réwnania x; +x; =4m’ +6m> —32m+12 do postaci

roOwnania z niewiadoma m 1 rozwiazanie tego roOwnania. Za t¢ cz¢s¢ rozwiazania zdajacy
otrzymuje 4 punkty.
Rozwigzanie czeSci b), w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze dg
PeINeZ0 FOZWIZANIA ...cccuueriiiueriiniiiiniiiitticsnticiniicsseessstesssncsssssessssnesssssssssessssssssssees 1 pkt

Zapisanie rownosci: x,* +x,* = (xf +X; )2 —2x/x2 .

Rozwigzanie czgSci b), w ktorym jest istotny POStep .....cccceeveescercrnicssercsaccssencsneesanns 2 pkt
Zapisanie rownosei: x,* +x,* = (xl2 +X; )2 -2x/x: = ((x1 +x,) = 2x,%, )2 —2(xx,)
Pokonanie zasadniczych trudnosci czesci b) zadania .........ccoeeecvveeicisnrccssnncsssnncssnnns 3 pkt
Zapisanie wyrazenia x,* +x,* w postaci sumy jednomianéw zmiennej m, np.

xt+xt = (xl2 +x5 )2 —2x/x; = ((x1 +Xx, )2 -2x,x, )2 —2(xx, )2 =m'+4m’ —6m’ -32m—-16.
Rozwigzanie bezbledne €ZeSCi D) ..cueecueivueiceinuiiiiiiiiciiniiniiiennencnecsseesssnsseeaees 4 pkt
Rozwiazanie rownania m* —12m*> —28=0: m=./14 lub m= —\/ﬁ.

ROZWigzanie Pelne .......uiiiiueiiiiiniiniiiiineinnnnnnenennnecneissesseississsssssssessseeses 6 pkt
Poprawne rozwigzanie rOwnania z uwzglednieniem warunku A > 0.

Komentarz
Celem zadania byto sprawdzenie, czy maturzysta potrafi zaplanowac i zbada¢, kiedy rownanie

kwadratowe z parametrem ma pierwiastki spelniajace okre$lone warunki. W schemacie
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oceniania tego =zadania opisano cztery metody rozwiazania rdzniace si¢ sposobem
doprowadzenia réwnania x; +x; =4m’ +6m’ —32m+12 do postaci réwnania ze zmienna m.
Zazwyczaj zdajacy przeksztatcali to rbwnanie, wykorzystujac wzory Viéte’a, ale pojawialy si¢
takze rozwiazania, w ktorych zdajacy wyznaczali pierwiastki:

_m+2-m’-12 . _mA2+~m’ —12

1= i) ’
2 2
a nastgpnie sume ich czwartych poteg x+x; =m'+4m’—6m>-32m—16 i zapisywali
odpowiednie rownanie. Przy tej metodzie mato oséb osiagato poprawne réwnanie. Zdajacy
popetniali liczne btedy przy potggowaniu i redukcji wyrazow podobnych.
Tylko 15% zdajacych rozwiazato to zadanie bezbtednie, a 34% zadajacych nie przystapito do
rozwigzania tego zadania, badz nie potrafito dokona¢ w jego rozwigzaniu zadnego postgpu.

Jednak najwigcej btedow maturzysci popehili (w kazdej metodzie) podczas doprowadzenia
rownania x! +x; =4m’ +6m’ —32m+12 do postaci réwnania z jedna niewiadoma m. Niektorzy
zdajacy:

e nie potrafili zastosowa¢ wzoréw skroconego mnozenia, przeksztalcajac wyrazenie

4 4
X +x,,np. X +x; =(x+x,) —2xx, lub x'+x =(x +x,)

e popehiali bltedy podczas stosowania wzoréw Vidte’a, korzystajac ze wzordw,

zapisywali je blednie: x, +x, =2 1xx, :i’ np. x,+x,=—(m+2) 1 x,-x,=4

e niepoprawnie rozwiazywali rownanie m* —12m” +36 = 64 , popetniali liczne btedy
nieuwagi i1 btedy rachunkowe

Mimo iz ten rodzaj zadan pojawiat si¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, niektorzy
zdajacy nie pamigtali o koniecznosci rozwazenia warunku A >0, kiedy rownanie
kwadratowe ma dwa rozne rozwiazania. Wielu zdajacych nie potrafito tez rozwiazac

warunku A > 0, czyli bezbtednie rozwiazaé nierdwnosci kwadratowej m” —12>0.

Zadanie 5. (6 pkt)

Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8, to ciag ten zmieni si¢ w
arytmetyczny. Jezeli za§ do ostatniej liczby nowego ciagu arytmetycznego dodamy 64, to tak
otrzymany ciag bedzie znéw geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzglednij wszystkie mozliwosci.

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wlasno$ci ciagu geometrycznego oraz wlasnosci ciggu arytmetycznego (standard
IV).

Wskaznik latwoSci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,50 — umiarkowanie trudne 0,53 0,36

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Oznaczmy przez a, b, c kolejne liczby tworzace, w podanej kolejnosci, ciag geometryczny.
Przez a oraz g oznaczamy odpowiednio pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu geometrycznego.

Woéwczas b=aq oraz ¢ =aq’ . Z tresci zadania wiemy, Ze ciag o wyrazach a, b+8, ¢ jest

arytmetyczny, co oznacza, ze jest spelniona rownos¢ 2 (b + 8) =a+c,czyli 2 (aq + 8) =a+aq’.

Ponadto, ciag o wyrazach a, b+38, c+64 jest geometryczny, wice (b+ 8)2 =a-(c+64),astad
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(aq +8)2 =a '(aqz + 64) .
Zapisujemy uktad rownan:
Z(aq +8) —a+aq’
(aq + 8)2 =a- (aq2 + 64)
Przeksztatlcamy ten uklad i otrzymujemy réwnanie kwadratowe: g° +2¢—15=0.
Rozwigzaniami tego rOwnania sg liczby: ¢, =-5, ¢, =3.
4 20 20 100

Jezeli g=-5,t0 a=—, b=—— oraz c=——-(-5)=—.
1 9 9 5 ()=

Jezelizas g=3,t0o a=4, b=12 oraz ¢ =12-3=36.
4 20 100

Istnieja dwa ciagi geometryczne spetniajace warunki zadania: (4, 12, 36) oraz (5, e Tj )

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania ..1 pkt

Zapisanie, ze liczby a, aq, ag” sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego oraz liczby
a, aqg+8, ag®, w podanej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny, natomiast liczby
a, ag+8, ag® +64 , w podanej kolejnosci, tworza ciag geometryczny.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStEP .....cccccevveervurciuensircsunisencsnecseisssncssensssnessensas oo 2 pkt
Wykorzystanie wtasnosci ciggu arytmetycznego i geometrycznego do zapisania uktadu rownan,
np.

a+aq’ = 2(aq+8)

(aq + 8)2 = a(acf + 64)
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ..........ceeeevveinisrinisnninssnnisssnresssnncssssnessenesens 4 pkt
Zapisanie rownania z jedna niewiadoma np.: ¢> +2¢—15=0 lub 94’ —40a+16=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........cccevveicvuiiseinsninssencsnccssencsnccsanes 5 pkt

e Zdajacy popei btedy rachunkowe w rozwiazywaniu rownania kwadratowego, np.
g’ +2g—15=0 i konsekwentne do tych bledow poda w odpowiedzi dwa ciagi

geometryczne.

lub

e Zdajacy przeksztatci uktad réwnan z btedem (np. btad w redukcji wyrazow podobnych
lub w przepisywaniu) 1 konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca (o ile
otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).

ROZWIgZanie PelNe ........oooeiiivveiiiiviininniinisniininiinsnicssnnicsssnisssssesssssssssssssssssssssssossssssssssses 6 pkt
Zapisanie dwoch trojek liczb, z ktorych kazda tworzy ciag geometryczny opisany w tresci
zadania: (4,12, 36) oraz i, —Q, 100 )

9 9 9

Komentarz

Kolejny raz okazato sig, ze zdajacy nie mieli probleméw z interpretacja tresci zadania (w tym
z wykorzystaniem wtasnosci obu ciagoéw). Uklad poprawnie zapisalo ok. 36% zdajacych.
Trudno$ci pojawity si¢ jednak na etapie rozwigzywania uktadu réwnan. Najczgsciej popelniano
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btedy przy redukcji wyrazow podobnych, biedy rachunkowe i btedy nieuwagi. Wielu zdajacych
mialo tez problemy z wlasciwa interpretacja otrzymanych wynikow i odrzucato rozwiazanie

4 20 100). . . . .
9 9 jako niespelniajace warunkow zadania.

6 punktoéw za petne rozwiazanie zadania otrzymato 23% zdajacych.

Zadanie 6. (6 pkt)

W  ukladzie wspotrzednych rozwazmy wszystkie punkty P postaci: P:(%m +§,mj,

gdzie m € <—1, 7> . Oblicz najmniejsza i najwigksza wartos$¢ |PQ

?, gdzie Q:(?,oj.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkOw miarowych na plaszczyznie, wyznaczenie najwigkszej 1 najmniejsze;]
wartosci funkcji ( standard III).

Wskaznik latwoSci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,37 — trudne 0,40 0,18
Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
. 1 ’ 1Y
Wyznaczamy odleglo$¢ punktow P i QO: |PQ| = 53 ——m 3 +m’ = ﬂ——m +m’ .
2 2 2 2 2
Wyznaczamy wzor funkcji f opisujacej warto$¢ |PQ|2 :
s0 1Y , 5/,
m)=| ———m| +m =—(m"—-20m+500) dla me(-1,7).
rlm)=(3-3m] =3 ) dlame (-17)

Obliczamy pierwsza wspotrzedna wierzcholtka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f:
m, = é-20 : 2-§ :25:22252:10
4 4 2 5

Poniewaz 10 ¢ <—1, 7> , wiec w tym przedziale funkcja f* jest monotoniczna.

Zatem najwigksza 1 najmniejsza warto$¢ funkcji fdla m € <—1, 7> sa przyjmowane dla

argumentow, bedacych koncami tego przedziatu.

f(—1)=%(1+20+500)=651,25, f(7)=%(49—140+500)=511,25.

Stad najmniejsza i najwigksza warto$¢ |PQ|2t0 odpowiednio 511,25 oraz 651,25.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1 pkt

2
Wyznaczenie odleglosci migdzy punktami P 1 Q: |PQ|:\/[ﬂ—%m) +m’  lub

Rozwigzanie, w kKtorym jest istotny postep ......c.cceeveecveeeseccsnecseccseecnnes 2 pkt

Zapisanie wzoru funkcji / w postaci, np. f(m)= %(m2 —20m+ 500) :




Okregowa Komisja Egzaminacyjna w Gdansku

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .........cceecviveeenirncnssencnssencsssenesseressessssseseses 4 pkt
e Obliczenie pierwszej wspotrzednej wierzchotka paraboli, bgdacej wykresem funkcji f

1 stwierdzenie, ze wspotrzedna ta nie nalezy do przedzialu <—l, 7> :m,=10110¢ <—1, 7> 1z
rozwiazania wynika, ze f (10) nie jest zadna z poszukiwanych wartosci

albo

e obliczenie f(—1)i f(7), zapisanie bez uzasadnienia, ze f(—1) jest wartoscia najwigksza,
f (7) jest wartoscia najmniejsza.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........ccueeveicueiseiisnenssercsnecseccsnecnnees 5 pkt

ROZWIQZanie PEINe .....uueioeiiiiiiiiiiiiiiiticntennteenntecsneesneecssescssesssssesssssssssssnsssssesses 6 pkt

Podanie najmniejszej 1 najwigkszej wartos¢ |PQ|2 odpowiednio 511,25 oraz 651,25

z uzasadnieniem, np. powolanie si¢ na monotoniczno$¢ lub stwierdzenie, Ze pierwsza
wspotrzedna wierzchotka nie nalezy do podanego przedziatu.

Komentarz

Celem zadania bylo sprawdzenie, czy maturzysta potrafi zaplanowaé i zbada¢, kiedy funkcja

przyjmuje najmniejsza i najwigksza wartos¢ W schemacie oceniania tego zadania opisano dwie

metody rozwiazania zadania, algebraiczng i geometryczna.

Przy zastosowaniu metody algebraicznej btedy wystgpowaly juz na etapie wyznaczania

odlegtosci punktéw P i Q:

Pojawialy sig tez inne btedy. Zdajacy:

e zapominali o wyznaczeniu odcigtej wierzchotka lub po jej obliczeniu nie sprawdzali czy
nalezy do dziedziny funkcji

e nie potrafili poprawnie przeksztatci¢ wyrazenia algebraicznego i1 zapisywali wzor funkceji f

opisujacej wartos¢ |PQ|2np.

|PQ|=\/(§_(1m+§D +m’ :\/(30—1;14) +m’
2 2 2 2

Iub

2 (55 (1 5\,
7 _(2 (2"”2]) !

e popehniali bigdy rachunkowe.

Zdajacy, ktorzy poprawnie zapisali wzor funkcji f° opisujacej wartosé |PQ|2 jako funkcje

zmiennej m, z reguty nie mieli klopotdw z rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego.

Zadanie 7. (3 pkt)
Udowodnij, ze jezeli a+b >0, to prawdziwa jest nierdowno$é¢ a’ +b° > a’b+ab’.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (standard V).
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Wskaznik latwosSci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,29 — trudne 0,32 0,12

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Przeksztatcamy nieréwnos$¢ w sposdb rownowazny

a+b—a’b—ab* >0,
(a3 —azb)+(b3 —abz)ZO,
a’ (a—b)+b2 (b—a)ZO,
(a—b)(a2 —bz)ZO,
(a—b)2 (a+b)20.
Ostatnia nierowno$¢ jest prawdziwa, gdyz z zalozenia a+b >0 oraz (a — b)2 >0 dla wszystkich

liczb rzeczywistych a i b, co konczy dowod.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........coeevveecsencnnenee 2 pkt
Zapisanie nierownosci w postaci iloczynowe;j (a —b)(a2 —bz) >0 lub (a —b)2 (a+b)>0,
lub (a—b)(a—b)(a+b) >0.

Rozwigzanie pelne ........eeoeeceinseiisnenseicsnensencsnenseccsnecnnes ... 3 pkt

Przeprowadzenie pelnego dowodu.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla ogotu zdajacych trudne. Jednak tylko 2% zdajacych nie podjglo
proby rozwiazania tego problemu (w 201 1r. prawie 7% maturzystow), co potwierdza, ze zadania
typu Wykaz... budza coraz mniejsze obawy wsrdd zdajacych matematyke na poziomie
rozszerzonym.
Niestety 68% zdajacych nie miato dobrego pomyslu na rozwiazanie zadania i otrzymato
0 punktow.

Zdajacy, ktorzy doprowadzili nierowno$¢ do postaci, np.:(a+ b)(a2 —ab+ bz) <ab(a+D)

czgsto popetniali btad, dzielac obie strony nierownos$ci przez a+b, bez zalozenia, ze a+b#0
co skutkowato otrzymaniem 0 punktéw za cate zadanie.

Zadanie 8. (4 pkt)

Oblicz, ile jest liczb naturalnych osmiocyfrowych takich, ze iloczyn cyfr w ich zapisie dziesigtnym

jest rowny 12.

Sprawdzana umieje¢tnos¢
Wykorzystanie wzoréw na liczbg permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow w
sytuacjach kombinatorycznych (standard IV).

Wskaznik latwosci zadania dla ogo6tu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,32 — trudne 0,33 0,23

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania

Rozktadamy liczbg 12 na czynniki pierwsze 12=3-2-2.

Mamy wigc trzy, parami wykluczajace si¢ mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby

o$miocyfrowej jest rowny 12:

1. Wsrod cyfr tej liczby sa ,,37, ,,4” 1 szes¢ ,,1” (12=3-4-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8-7 =56 - wybieramy miejsce dla ,,3” na 8 sposobow i z pozostatych dla ,,4”’ na 7
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Sposobow.

2. Wsrod cyfr tej liczby sa ,,2”,,,6” 1 szes¢ ,,1” (12=2-6-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8:7 =56 - wybieramy miejsce dla ,,2”” na 8 sposobow i z pozostatych dla ,,6” na 7
Sposobow.

3. Wsrdd cyfr tej liczby sa dwie ,,2”, jedna ,,3” 1 pie¢ ,,1” (12=3-2-2-1-1-1-1-1). Takich liczb
7
jest: 8- (J =168 - wybieramy jedno miejsce z o§miu dla ,,3” a nastepnie dwa miejsca z
pozostatych siedmiu dla ,,2”.

Zatem liczb o§miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 12 jest 56+ 56 +168 =280 .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1 pkt

Zapisanie, co najmniej dwoch z trzech parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktorych
iloczyn cyfr liczby o$miocyfrowej jest rowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci):
12=3-4-1-1-1-1-1-1
12=2-6-1-1-1-1-1-1
12=3-2-2-1-1-1-1-1
Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny POStEP ....cccecverervuercrcnrccssnnessnnesnns 2 pkt

Zapisanie wszystkich trzech, parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktérych iloczyn cyfr
liczby o$miocyfrowej jest rtowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci) :
12=3-4-1-1-1-1-1-1
12=2-6-1-1-1-1-1-1
12=3-2-2-1-1-1-1-1
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .........coeeevveecirencccrerennns 3 pkt

Obliczenie liczby liczb osmiocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 12, w co najmniej
dwoch z trzech mozliwosci.
ROZWIQZanie PeINe .......uooeiiiiiiiiiiiiiiiiinitenntecnntecneecsneecssesesssesssssesssssnessssesssssscses 4 pkt

Obliczenie liczby liczb o$miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest réwny 12:
56+56+168 =280.

Komentarz

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne i1 byto jednym z trzech najtrudniejszych zadan w
tym zestawie egzaminacyjnym. Miato najwigksza frakcje opuszczen (0k.9%) i okoto 46%
zdajacych otrzymato 0 punktow.
Zadanie rzadko bylo rozwiazane poprawnie. Aby zdoby¢ 1 punkt wystarczylo zapisaé, co
najmniej dwoch z trzech parami wykluczajacych si¢ mozliwosci — ten warunek spetnito ok. 12%
zdajacych. Po wypisaniu wszystkich trzech mozliwosci 0k.22% zdajacych nie miato pomystu na
dalsze rozwiazanie. Ws$rdd rozwiazan mozna bylo zauwazy¢ zapisy $wiadczace o braku
umiej¢tnosci zapisania liczb w zapisie dziesi¢tnym, np. 12 =12-1-1-1-1-1-1.

Zadanie 9. (5 pkt)
Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| =a,
trojkata DAB opuszczona na jego bok BD. Wyraz pole trojkata AED za pomoca a 1 b.

BC| =b 1 a>b. Odcinek AE jest wysokoscia

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkoOw miarowych w figurach ptaskich z zastosowaniem wtasno$ci figur
podobnych (standard 1V).
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Wskaznik latwosSci zadania dla ogolu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,50 — umiarkowanie trudne 0,53 0,29
Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
D C
E
b N
a /) h
a
A a B

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DAB otrzymujemy c =+/a’ +b> . Trojkat ten jest podobny
do trojkata DEA (oba sa prostokatne 1 maja wspolny kat ostry przy wierzchotku D), wigc

M = M oraz —|DE| = % czyli ﬁ = oraz |DE| = b .Stad h= —ab
|AD|  |BD| \DA|  |DB|’ b Ja®+b? b o +b> Ja? + b
bZ
oraz |DE| = W .
1 ab b? ab’

& . 4 1
Pole trojkata AED jest robwne P, :Eh-|DE|= > . \/az e .\/az e = 2(a2 +b2)'

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania 1 pkt

e zauwazenie, ze trojkaty AED (lub AEB) i BAD sa podobne i zapisanie odpowiedniej
|4E| |48 |DE| _|4D|
D] |BD| " |4D| " |BD|

proporcji np.:

albo
. .. |AE|-|DE]|
e zapisanie pola trojkata AED: P=——"—.
Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny POStEP .....ccecverervurrcrcnrecscnnessnnesnns 2 pkt
b’ ab
Obliczenie dlugosci odcinka DE: |DE| = ————= lub AE: |AE|= ——.
| | Na' +b’ | | Na' +b’
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..........coeeevveecsnencnnnnne 3 pkt

Obliczenie dlugos$ci obu odcinkéw DE: |DE | = 1AE: |AE | =

b2
Na' +b’ Na' +b’ '
Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)..........ccueeeeeeueiserisnensercsnecseccseecnnees 4 pkt

ROZWIQZanie PEINe .....uueioeiiiiiiiiiiiiiiiticntennteenntecsneesneecssescssesssssesssssssssssnsssssesses 5 pkt
ab’

2(a2+b2) '

Obliczenie pola trojkata AED: P, =

Komentarz
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Zadanie z planimetrii bylo nietypowe. Skutkowato to jego niska tatwos$cia. Zadania,
w ktérym nie sa podane wartosci liczbowe, w dalszym ciagu sprawiaja ktopot zdajacym. Okoto
26% zdajacych nie miato pomystu na rozwiazanie zadania, nie zauwazyli oni podobienstwa
odpowiednich trojkatoéw. Za petlne rozwigzanie (5 punktow) otrzymato tylko 36% zdajacych.

Zadanie 10. (5 pkt)
Podstawa ostrostupa ABCS jest trojkat rownoramienny 4BC. Krawedz AS jest wysokoscia

ostrostupa oraz |A4S|=8+210, [BS|=118, |CS| =131. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Sprawdzana umiejetnos¢
Znalezienie zwiazkoOw miarowych w ostrostupie (standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,74 — latwe 0,76 0,65

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BAS obliczamy dlugo$¢ boku AB:

2

|AB|=\/1182—(8\/210) =22,

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CAS obliczamy dlugos¢ boku AC:
2

|AC|:\/1312—(8\/210) =61.

Stad wynika, ze |BC|:61, poniewaz nie istnieje trojkat o dlugosciach bokow 22, 22, 61

(nierownos¢ trojkata).
Trojkat ABC jest rOwnoramienny, wowczas wysoko$¢ 4 opuszczona na bok AB jest rowna:

h=~61"-11* =60.
1

Obliczamy pole P trojkata ABC: P = 3 22-60=660.

Obliczamy objetosé¢ V ostrostupa ABCS: V = % -P-|AS|= % 1660-84/210 =1760~/210 .

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZAMIA ceeeereeeessereesssnessssncssssnessssnesssssessssssssssesssssesssssesssssssssssesssssssssssssssssesssssssssssssssassssss 1 pkt
Obliczenie dlugosci boku AB: |AB| =22 albo obliczenie dtugosci boku AC: |AC| =61
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep......ccccceeveecseecsnccsuecseccseecnnes 3 pkt

Obliczenie dlugosci boku AB: |AB| =22 1dlugosci boku AC: |AC | =61 oraz zauwazenie,

ze dlugo$¢ boku BC jest rowna 61.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........cceeeeeveeicivnicssnicssnicssneicsssnicsssnsssnsesnns 4 pkt
Obliczenie pola podstawy ostrostupa: P =660 .

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ccceeeiviicieinsnecssencsnccssencsneenns 4 pkt
ROZWIQZanie PelNe ........uicuiiiiuiiiiiniiiniiiinnininiinnnicnnnicsssticssssicsssssessssssssnessssnessssnsssssseses 5 pkt
Obliczenie objgtosci ostrostupa: V' =1760~/210 .

Komentarz

Przedostatnie, dziesiate zadanie w arkuszu, badato umiejetno$¢ zbudowania i1 zrealizowania
strategii rozwiazania do$¢ typowego problemu ze stereometrii. Zadanie okazato si¢ latwe dla
ogotu zdajacych — skuteczno$¢ zdajacych zmierzona wskaznikiem latwosci jest réwna 0,73.
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Byto to zadanie najrzadziej opuszczane przez zdajacych — 0,5%.
Zdajacy w wigkszo$ci poprawnie rozpoznali zalezno$ci pomigdzy informacjami podanymi
w tresci zadania, prawidlowo zaplanowali kolejnos¢ obliczen i1 dobrze dobrali potrzebne
definicje oraz twierdzenia.
W rozwiazaniach zdajacy najcz¢$ciej popeiniali bledy rachunkowe, a poniewaz rozwiazanie
zadania sktadato si¢ z kilku etapow, wigc bledy byly popetniane czasem kilkakrotnie. Bledy te
byty popetiane juz przy obliczaniu dtugosci bokow trojkatow, z zastosowaniem twierdzenia
Pitagorasa. Martwia bledy merytoryczne. Przy wyznaczaniu wysoko$ci podstawy, czasami
btednie rozpatrywano trojkat (22,22,61), ktory nie istnieje.

Mozna bylo takze zaobserwowal pewna beztroske przy stosowaniu rachunkéw
przyblizonych i zamienne stosowanie znakoéw ,,=" oraz ,,=”.
Trzeba wreszcie wspomnie¢ o grupie zdajacych, ktorzy nie poradzili sobie
Z poprawng interpretacja podanego w tresci zadania i rysowali ostrostup z inng wysokoscia.

Zadanie 11. (3 pkt)

Zdarzenia losowe A, B sa zawarte w () oraz P(A N B') =0,7 (A oznacza zdarzenie przeciwne do

zdarzenia A, B' oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B).
Wykaz, ze P(A'NB)<0,3.

Sprawdzana umiejetnos¢
Wykorzystanie wtasnosci prawdopodobienstwa do obliczenia prawdopodobienstwa zdarzen
(standard V).

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik latwosci zadania
zdajacych LO T
0,25 — trudne 0,27 0,11

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Zdarzenia AN B' oraz A' N B sa roztaczne.

Stad i z faktu, ze P((ANB')U(4' " B))<1 wynika, ze
12P((AnB')u(A'nB))=P(ANB')+P(A'"B), czyli P(4'"nB)<0,3.

Przydzial punktow za takie rozwigzanie
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep......cccceeveecseecseccsuecsncceecnnes 1 pkt

Zdajacy zauwazy, ze zdarzenia AN B' oraz A'N B sa rozlaczne.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........coeeeevverinsvercnseicsseicssnicssnnscssanssssnsssnns 2 pkt

Zdajacy zapisze, ze 1> P((A NB')u(4 mB)) =P(ANB')+P(A4' NB).
ROZWIQZanie PeINe ........uoiouiiiiuiiiiiniiinniininnininiinsntcnsnnicssssicssssissssssssssssssssesssssossssssssssssses 3 pkt

Zdajacy przeprowadzi petny dowdd.

Komentarz

Zadanie okazalo si¢ dla zdajacych trudne i byto najtrudniejszym zadaniem w tym zestawie
egzaminacyjnym, okoto 70% zdajacych otrzymato 0 punktéw. Poza tym ok.7% zdajacych nie
podjeto proby jego rozwiazania.

W wigkszosci prob rozwiazan tego zadania zdajacy nie zapisywali bezposrednio faktu, ze
zdarzenia AN B’ oraz A'N B saroztaczne. Dalsze etapy rozwiazan prowadzity do btednych
lub nieuzasadnionych zapisoéw. Dostrzezenie faktu, ze

12P((AnB')u(A4'nB))=P(ANB')+P(4 NB)
1 wyciagnigcie wniosku dotyczacego prawdopodobienstwa P(A' NB ) <0,3 przekraczato
mozliwos$ci zdecydowanej wigkszos$ci zdajacych, o czym swiadczy wspotczynnik tatwosci
zadania.
Najczgsciej powtarzajace si¢ bledy:
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Najczesciej zdajacy zapisywali P(ANB')=P(A-B) lub P(AnB')=P(A-(4ANB)).

Nastgpnie, wykorzystujac wlasnos¢ dotyczaca prawdopodobienstwa sumy zdarzen 4 i B':

P(A4UB")=P(4)+ P(B")-P(4n B).

Takie same zapisy stosowano do zdarzen A' i B: P(A'nB)=P(B—A) lub

P(4'nB)=P(B-(ANB)) oraz P(A'UB)=P(A4')+P(B)-P(4 " B) inie mieli pomyshu
(AnB")<0,3.

na dalsze rozwiazanie problemu. Nastgpnie zapisywali, ze P

5 Podsumowanie i wnioski

Wyniki egzaminu maturalnego $§wiadcza o tym, ze zdajacy poprawnie rozwigzywali zadania
typowe, o malym stopniu zlozonosci lub zadania podobne do tych, ktore wystgpowaly na
poprzednich egzaminach, wlacznie z egzaminem probnym. W przypadku zadah nietypowych,
wymagajacych rozwigzywania probleméw matematycznych ( standardy: IV — UZycie i tworzenie
strategii oraz V — Rozumowanie i argumentacja), wigkszo$¢ zdajacych miata problemy juz
na etapie analizy zadania.

Duzy procent opuszczen wystapit w zadaniach na dowodzenie.

Poziom podstawowy:
e zadanie 27. —22% (np. rok temu podobne zadanie 25. —25%)
e zadanie 30. — 19%.
Poziom rozszerzony:
e zadanie 11. — 7% (dowod z rachunku prawdopodobienstwa).
Poza tym na poziomie rozszerzonym najwigcej opuszczeni byto w zadaniach:
e 6.— 8% (zadanie na optymalizacjg)
e 8.—9% (obliczenia kombinatoryczne.

W pracy z uczniami nalezy zwr6ci¢ uwage na ksztatcenie umiejgtnosci analizy warunkow
zadania 1 doboru optymalnych metod rozwiazywania problemow matematycznych. Nalezy
pracowa¢ nad tym, aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzane na zajgciach definicje i
twierdzenia oraz potrafili je interpretowac, takze geometrycznie. Utatwia to budowanie modelu
matematycznego, zwlaszcza w przypadku zadan praktycznych 1 zadan zrachunku
prawdopodobienstwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi uczniow byt bardzo zréznicowany. Obok
rozwiazan $wiadczacych o wiedzy i umiejetnosci samodzielnego myslenia, zdarzaty si¢ odpowiedzi
btedne i nielogiczne. Kolejny raz okazato sig¢, ze powaznym mankamentem byta niedostateczna
sprawnos¢ w przeksztatcaniu wyrazen i bledy rachunkowe.

Czesto zdajacy poprawnie analizowali warunki zadania, poprawnie zapisywali
réwnania, ale bledy rachunkowe uniemozliwialy im rozwigzanie zadania lub prowadzily do
niepoprawnych rozwigzan.

Wprowadzenie obowiazkowego egzaminu maturalnego z matematyki poprzedzone bylo
szeroka akcja informacyjna skierowana do ucznidow 1 nauczycieli. Ukazaly si¢ migdzy innymi dwa
przyktadowe arkusze egzaminacyjne w Informatorze maturalnym, a kolejne byty opublikowane na
stronach internetowych CKE 1 OKE po probnych egzaminach maturalnych. Analiza rozwigzan
zadan otwartych na poziomie podstawowym wskazuje, iz nie wszyscy maturzysci korzystali z
przygotowanych dla nich materiatéw pomocniczych.

W pracy dydaktycznej z uczniami przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego w roku
2012 warto zwroci¢ uwage na ksztatcenie takich podstawowych umiejgtnosci, jak:

— strategie rozwigzywania zadan zamknigtych (w dalszym ciagu dla wigkszos$ci zdajacych jedyna
strategia jest ich otwieranie),

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— rozumienie poj¢c¢ (a nie opieranie si¢ na algorytmach),

— dobdr optymalnych sposobow (strategii) rozwigzania problemoéw matematycznych,
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— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjach algebraicznych i geometrycznych,
— czytelne zapisywanie toku myslenia,
— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzorow matematycznych.

Wazne jest, aby maturzysci uwaznie czytali i analizowali tre$§¢ zadan, a nastgpnie udzielali
zwigzlej 1 precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie
przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy innymi z
materiatu ¢wiczeniowego, jakim sa arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach internetowych
CKE i OKE, a przede wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki od 2010 roku.
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