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1 Struktura i forma egzaminu maturalnego z matematyki

W roku szkolnym 2010/2011 w catym kraju po raz kolejny zostat przeprowadzony
egzamin maturalny dla absolwentow liceow ogdlnoksztatcacych (LO), licedw profilowanych
(LP), technikéw (T), uzupehliajacych licebw ogdlnoksztatcacych (LU) 1 technikow
uzupehniajacych (TU).

Egzamin maturalny z matematyki jest egzaminem zewngtrznym i ma forme¢ pisemna.
Egzamin maturalny z matematyki jako przedmiot obowiazkowy byl zdawany na poziomie
podstawowym lub jako przedmiot dodatkowy na poziomie rozszerzonym. Egzamin na
poziomie podstawowym trwat 170 minut, a na poziomie rozszerzonymi 180 minut i polegat na
rozwiazaniu zadan egzaminacyjnych zawartych w jednym arkuszu egzaminacyjnym.

Maksymalna liczba punktow mozliwych do uzyskania w kazdym arkuszu wynosi 50.

W trakcie egzaminu zdajacy mogl korzysta¢ z zestawu wybranych wzoréw
matematycznych przygotowanego przez CKE i kalkulatora z podstawowymi dziataniami.
Wyniki egzaminu zamieszczone na S$wiadectwie dojrzato$ci wyrazone sa w skali procentowe;.

2 Opis arkuszy egzaminacyjnych ustalonych przez Centralna Komisj¢ Egzaminacyjna
na egzamin maturalny z matematyki w roku szkolnym 2010/2011

Zgodnie z koncepcja 1 struktura egzaminu maturalnego z matematyki zdajacy egzamin

w tym roku, zaroOwno na poziomie podstawowym, jak i rozszerzonym, mieli do rozwiazania
zadania z jednego arkusza egzaminacyjnego.
Arkusze zostaly tak skonstruowane, aby zbada¢ stopien opanowania umiejgtnosci okreslonych
w pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych:

I. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

II. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

III. Modelowanie matematyczne.

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

V. Rozumowanie i argumentacja.
Poziom trudno$ci poszczegodlnych zadan byl zrdéznicowany idostosowany do mozliwosci
absolwentow szk6t ponadgimnazjalnych. Tematyka zadan dotyczyla wigkszosci tresci
zawartych w podstawie programowej matematyki. Zadania egzaminacyjne zawarte
w arkuszach pozwalaly sprawdzi¢ znajomo$¢ i1 rozumienie podstawowych poje¢, definicji
1 twierdzen oraz stosowanie ich do rozwiazywania probleméw matematycznych. Sprawdzaty
tez umiejetnos¢ korzystania 1 przetwarzania podanych informacji oraz umiejgtnosé
zastosowania tej wiedzy w praktyce z zakresu wymagan egzaminacyjnych dla poziomu
podstawowego. Zadania egzaminacyjne w arkuszu rozszerzonym w wigkszym stopniu niz
w arkuszu podstawowym sprawdzaty umiejgtno$¢ rozwiazywania problemow i1 podawania do
nich opisu matematycznego w oparciu o tresci obejmujace zakres wymagan egzaminacyjnych
dla poziomu podstawowego 1 rozszerzonego, poprawnego interpretowania tekstu
matematycznego, umiej¢tnos¢ argumentowania 1 prowadzenia rozumowania typu
matematycznego 1 oceniania przydatnosci otrzymanych wynikow.
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ARKUSZ PODSTAWOWY

Arkusz podstawowy sktadat si¢ z 33 zadan, w tym 23 zamknigtych (zdajacy wybierat
odpowiedz sposrod czterech propozycji) oraz 9 zadan otwartych (rozwiazanie i odpowiedz
zdajacy musiat samodzielnie zapisa¢). Za kazde poprawnie rozwiazane zadanie zamknigte
zdajacy uzyskiwal 1 punkt, natomiast wsrdd zadan otwartych byto 7 zadan dwupunktowych,
2 zadania czteropunktowe i jedno zadanie pigciopunktowe.

Zadania w arkuszu z poziomu podstawowego sprawdzaly umiejetnosci opisane we
wszystkich pigciu obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych. Badaly one znajomos¢
i rozumienie podstawowych poj¢¢ matematycznych, definicji i twierdzen oraz umiejgtnosé
postugiwania si¢ ta wiedza w praktyce. Sprawdzaly takze umiej¢tnos¢ formutowania opisu
matematycznego danej sytuacji, doboru odpowiedniej strategii rozwiazania problemu oraz
umiejetnos¢ analizowania 1 interpretowania problemow matematycznych. Tematyka zadan
egzaminacyjnych obejmowata tresci podstawy programowej. Umiejgtnosci zostaty zbadane
na tresciach wszystkich dziesigciu dziatow podstawy programowe;.

ARKUSZ ROZSZERZONY

Arkusz dla poziomu rozszerzonego skladat si¢ z 12 zadan otwartych o zrdéznicowanej
punktacji. Wsrod nich byty 2 zadania szesciopunktowe, 8 zadan czteropunktowych i 2 zadania
trzypunktowe.

Zadania w arkuszu dla poziomu rozszerzonego sprawdzaly umiejetnosci opisane
w trzech najwyzszych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych Zadania badaly
przede wszystkim umiejetnos¢ analizowania sytuacji problemowych ipodawania do nich
opisu matematycznego, strategii rozwigzania problemu, a takze argumentowania
1 prowadzenia rozumowania matematycznego. Tematyka zadan obejmowata tresci z podstawy
programowej dla poziomu rozszerzonego.

3 Kartoteki arkuszy egzaminacyjnych z matematyki

W Tabeli 1. zamieszczono kartotekg arkusza podstawowego, w Tabeli 2. — kartoteke arkusza
rozszerzonego. Kartoteki te =zawieraja informacje o sprawdzanych czynnoSciach,
przyporzadkowany im numer standardu, numer tresci ze standardu I, ktérych znajomos$cia
powinien wykazac si¢ zdajacy, oraz numery zadan wraz z maksymalna liczba punktow, ktore
mozna byto uzyskac¢ za ich rozwiazanie.

Tabela 1. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — poziom podstawowy

]

=

= Standard

g e o . Typ .

N Badana umieje¢tnosé wymagan . | Punktacja

= zadania

g egzaminacyjnych

2 Zdajacy:

1 | wykorzystuje pojgcia wartosci bezwzglednej INF 77 1 pkt

2 | wykonuje obliczenia procentowe REP 77 1 pkt

3 rozktada 'wieIOI’nian na czynniki z zas.tosowaniem INF 77 | pkt
wylaczenia wspolnego czynnika poza nawias

4 | rozwiazuje uktad rownan liniowych MOD 77 1 pkt

5 rozw%a(zuje? prostf: rOwnanie liniowe‘ i sprawdza czy REP 77 1 pkt
rozwiazanie nalezy do danego przedziatu

6 spra?vdza,’ ’ 'ktére' z Podan?/ch. . liczb  spetniaja REP 77 1 pkt
nier6wnos$¢ i wybiera z nich najmniejsza
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interpretuje rozwiazania nierownosci kwadratowej

T o : REP 77 1 pkt
1 liniowej na osi liczbowej
g W}fkor?ystuje definicj¢ logarytmu, do wyznaczenia REP 77 I pkt
dziedziny
9 okresla funkc.].q za pomoca Wwzoru i interpretuje REP 77 I pkt
wykresy funkcji
10 | oblicza miejsce zerowe funkcji liniowe;j REP 77 1 pkt
11 |stosuje wzor na n-ty wyraz ciagu geometrycznego REP 77 1 pkt
12 | stosuje wzor na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego STR 77 1 pkt
oblicza warto$¢ funkcji trygonometrycznej kata
13 | ostrego, Znajac wartos¢ innej funkcji REP 77 1 pkt
trygonometrycznej tego kata
14 stosuje  proste 'ZWIQZkl migdzy  funkcjami REP 77 I pkt
trygonometrycznymi kata ostrego
15 |znajduje zwiazki miarowe w przestrzeni STR 77 1 pkt
16 korzysta z.e zwiazkow miedzy katem Srodkowym REP 77 1 pkt
i katem wpisanym
17 | znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich STR 77 1 pkt
13 bada row'no.legio’sm ’1 . prostopadto$ci  prostych REP 77 1 pkt
na podstawie ich rownan kierunkowych
postuguje sig rOwnaniem okregu
19 (x - a)z + (y - b)2 =r’ i sprawdza, czy dana prosta REP 77 1 pkt
jest styczna
20 |wyznacza zwiazki miarowe w szescianie REP 77 1 pkt
21 |wyznacza zwiazki miarowe w brytach obrotowych REP 77 1 pkt
stosuje twierdzenie znane jako klasyczna definicja
22 | prawdopodobienstwa do obliczenia MOD 77 1 pkt
prawdopodobienstwa zdarzenia
23 |oblicza $rednig arytmetyczna REP 77 1 pkt
24 | rozwiazuje nieréwnos¢ kwadratowa REP KO 2 pkt
’5 uzasa,dnia zz}leZnoéé arytr‘net'yczna( przez zastosowanie ROZ KO 2 pkt
wzorow skréconego mnozenia
26 odczytuje z Wykre.su funk’ql: zbior 'wartos‘m oraz INF KO 2 pkt
maksymalny przedzial, w ktérym funkcja maleje
stosuje wzory na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego lub
27 |wykorzystuje wilasnosci trzech kolejnych wyrazéw MOD KO 2 pkt
tego ciagu
)% stosuje  proste . zwiazki  miedzy  funkcjami STR KO 2 pkt
trygonometrycznymi kata ostrego
29 |uzasadnia, ze wskazany kat jest prosty ROZ KO 2 pkt
30 |oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia STR KO 2 pkt
#



Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadzonego w roku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewddztwa pomorskiego

wyznacza wspotrzedne punktu stycznosci prostej

31 . STR RO 4 pkt
z okregiem
rozwiazuje zadanie umieszczone Ww kontek$cie
32 | praktycznym, prowadzace do réwnania kwadratowego MOD RO 5 pkt
z jedna niewiadoma
33 | wyznacza zwiazki miarowe w sze$cianie STR RO 4 pkt
Tabela 2. Kartoteka arkusza egzaminacyjnego — poziom rozszerzony
=
=
= Standard
g C s . Typ .
N Badana umiej¢tnosé wymagan zadania Punktacja
g egzaminacyjnych
E Zdajacy:
1 | wykorzystuje cechy podzielnosci liczb catkowitych STR RO 4 pkt
2 | przeksztalca rOwnowaznie wyrazenia wymierne ROZ RO 4 pkt
rozwiazuje réwnanie kwadratowe z parametrem
3 | stosujac wzory Viéte’a, przeprowadza dyskusje STR RO 6 pkt
1 wyciaga wnioski
4 | rozwigzuje rownanie trygonometryczne STR RO 4 pkt
stosuje wlasnosci ciaggu geometrycznego, wzory na
5 | n-ty wyraz tego ciagu i na sumg¢ n wyrazow ciagu STR RO 4 pkt
arytmetycznego
¢ | Wyznacza leqzkl mlarowe. . w figurach plaskich STR RO 4 pkt
z zastosowaniem trygonometrii
7 rozwiz.Lz.uj zadanie dotyczace wzajemnego potozenia STR RO 4 pkt
prostej i okregu
2 ?naj duje zw.ia‘z.ki miarov&ief W “graniastos1upie MOD RO 4 pkt
1 wyznacza najwigksza warto$¢ funkcji
wykorzystuje wzory na liczbg permutacji, kombinacji
9 | iwariacji do zliczania obiektow w sytuacjach STR RO 4 pkt
kombinatorycznych
10 | znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich ROZ RO 3 pkt
11 | znajduje zwiazki miarowe w ostrostupie STR RO 6 pkt
12 Wykor.zystuj:e Wlasnos'ci. ’ prawdopOflobieﬁstwa STR RO 3 pkt
do obliczania prawdopodobienstwa zdarzen
#
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4 Woyniki egzaminu maturalnego z matematyki

W wojewddztwie pomorskim do egzaminu maturalnego z matematyki przystapitlo po raz
pierwszy 19949 oséb.

Wynik co najmniej 30% punktéw za rozwigzanie zadan na poziomie podstawowym
uzyskato okoto 77%.

W Tabeli 3. przedstawiono procent abiturientow z uwzglednieniem typu szkoty, ktorzy
zdali egzamin maturalny z matematyki na poziomie podstawowym, tj. uzyskali co najmniej
30% punktow 1 zdawali egzamin maturalny po raz pierwszy w latach 2005 - 2011.

Tabela 3. Poréwnanie zdawalnosci w sesjach 2005 - 2011

woj. pomorskie
LO LP T LU TU Razem

2005 93 56 - - - 84

2006 97 84 88 - - 93

2007 88 62 63 - - 76
7% 0s0b, ktore 75440 92 | 63 | 8 - - 88
zdaly egzamin

2009 93 72 80 - - 89

2010 93 70 83 47 44 87

2011 85 48 70 22 18 77

Pojgcie zdawalnosé do roku 2006 dotyczylo oséb, ktore uzyskaly co najmniej 30%
punktéw mozliwych do uzyskania z arkusza podstawowego, a latach 2007-2009 uzyskaty 30%
dla wybranego poziomu. Od roku 2010 dotyczy osob, ktore uzyskaly co najmniej 30%
punktow mozliwych do uzyskania z arkusza podstawowego. Przy analizie tych wynikoéw
nalezy uwzgledni¢ rozdzielenie poziomow.

Zdawalno$¢ w liceach i technikach uzupetniajacych do 2009 roku miata mata wagg
statystyczna ze wzgledu na niewielka liczbg zdajacych.

4.1 Rozklady wynikéw egzaminu w skali znormalizowanej

Skala ta pozwala porowna¢ wyniki egzaminu z kilku kolejnych lat. Poza tym uczen moze
zinterpretowac uzyskany wynik na tle catej populacji zdajacych i oceni¢ swoje realne szanse
na kontynuowanie nauki.
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Tabela 4. Znormalizowana skala dziewieciostopniowa staninowa

Normalizacja wynikow egzaminu maturalnego z matematyki

na poziomie

podstawowym na skali staninowej (egzamin zdawato 371 828 os6b w kraju)

Stanin
(klasa wyniku) Nazwa . o
Nr % ogélnych stanina Wynik (w %) Komentarz
wynikéow
L. 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najnizszy 0% - 12% 96% zdﬁqﬁych ma v)\//ynik w \)vyzszych):dasach.
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
2 7% s 14% - 18% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
niski 89% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
3 12% niski 20% - 26% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
s 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
4 17% ponizej 28% - 36% 23% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 60% zdajgcych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajgcych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% $redni 38% - 50% 40% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
powyzej 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
6 17% - . 52% - 68% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
7 12% wysoki 70% - 84% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyZszych klasach
bardzo 7% zdajgcych ma wynik w tej klasie wynikow
8 7% . 86% - 94% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
wysoki 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
Lo 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
9 4% najwyzszy 96% - 100% 96% zdﬁa}iych ma )\/Nynik kaIasach n>ilzszych

Normalizacja wynikéw egza
rozszerzonym na s

minu maturalnego z matematyki

na poziomie

kali staninowej (egzamin zdawato 58312 oséb w kraju)

Stanin
(klasa wyniku) Nazwa . 0
Nr % ogblnych stanina Wynik (w %) Komentarz
wynikéw
- 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
1 4% najnizszy 0%-2% 96% zdﬁa}iych ma \X/ynik w \;vyzszychyklasach.
7% zdajgcych ma wynik w tej klasie wynikow
2 7% bardzo niski 4% - 8% 4% zdajacych ma wynik w klasie nizszej
89% zdajgcych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
3 12% niski 10% - 18% 11% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
77% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
. 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
4 17% ponizej 20% - 34% 23% zdajgcych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 60% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
20% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
5 20% sredni 36% - 52% 40% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
40% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
powyZej 17% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
6 17% . - 54% - 66% 60% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
sredniej 23% zdajgcych ma wynik w wyzszych klasach
12% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
7 12% wysoki 68% - 80% 77% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
11% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
bardzo 7% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikéw
8 7% . 82% - 90% 89% zdajacych ma wynik w klasach nizszych
wysoki 4% zdajacych ma wynik w wyzszych klasach
A 4% zdajacych ma wynik w tej klasie wynikow
9 4% najwyzszy 92% -100% 96% zdﬁqﬁych ma )\l/vynik kaIasach n)i/zszych
#
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4.2 Analiza statystyczna wynikow arkusza podstawowego

Ponizej przedstawiono wartosci wybranych wskaznikow wykonania zadan, takie
jak wskazniki tatwosdci poszczegélnych zadan 1 zestawu zadan z arkusza zpoziomu
podstawowego oraz tatwosci zadanh w poszczegOlnych obszarach standardow wymagan
egzaminacyjnych. Przedstawione dane dotycza absolwentow z wojewddztwa pomorskiego.

4.2.1 Wskazniki statystyczne arkusza podstawowego

Tabela 5. Wartosci parametréow statystycznych wynikéw zdajacych egzamin maturalny z matematyki jako
obowiazkowy na poziomie podstawowym

Zdajacy
Parametr statystyczny LO Lp LU - TU Razem
Liczba zdajacych 12 065 243 846 6 645 150 19 949
Liczba zdajacych, kiorzy uzyskali | 14565 | 446 190 4678 27 15294
co najmniej 30% punktéw
Wynik minimalny w punktach 1,0 4,0 1,0 0,0 3,0 0,0
Wynik maksymalny w punktach 50,0 46,0 42,0 50,0 31,0 50,0
Wynik $redni w punktach 28,53 15,35 11,46 20,03 11,41 24,68
Wynik sredni w % 57,05 30,71 22,91 40,06 22,81 49,37
Modalna w punktach 20,00 11,00 9,00 15,00 11,00 15,00
Mediana w punktach 28,00 14,00 10,00 18,00 11,00 22,00
Odchylenie standardowe w pkt. 12,4 6,5 5,7 9,0 4,8 12,2
Odchylenie standardowe w % 24,84 13,10 11,47 17,96 9,63 24,34
Zdawalnosé w % 85,23 47,74 22,46 70,40 18,00 76,67

Analizie statystycznej poddano wyniki 19949 zdajacych egzamin maturalny
z matematyki wmaju 2011 roku (dla poréwnania w 2010r. 20809 os6b). Statystyczny
maturzysta uzyskal wynik 24,68 punktow, co stanowi 49,37% liczby punktow mozliwych
do uzyskania za rozwiazanie zadan arkusza z poziomu podstawowego. Rozstep wynikow
wynosi 50 1 wskazuje na bardzo duze zréznicowanie umiejgtnosci zdajacych. Warto$¢ miary
rozrzutu (odchylenie standardowe) - 12,2 - oznacza, ze okoto 70% zdajacych uzyskato wyniki
z przedziatu 12 — 37 punktéw, dla poréwnania w roku 2010 warto$¢ miary rozrzutu wynosita
(odchylenie standardowe) — 11,69, co oznaczato, ze okoto 70% zdajacych uzyskato wyniki z
przedziatu 18-41 punktow.

Powyzsze dane wskazuja, ze uczniowie licedw ogolnoksztalcacych i technikow sa lepiej
przygotowani do egzaminu maturalnego z matematyki niz uczniowie pozostatych typoéw szkot
i wyniki $rednie przez nich uzyskane w arkuszu z poziomu podstawowego sa wyzsze od
wynikoéw uzyskanych przez absolwentéw pozostatych typow szkot. W arkuszu rozszerzonym
roznice te sa duzo wieksze.

4.2.2 Latwos¢ zadan w obszarach sprawdzanych tresci

Tabela 6. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tresci poziomu podstawowego

Lp. |Zakres tresci Numery zadan Liczba’ Wska?n_ik Odchylenie
punktéow |tatwosci |standardowe
1 Liczby rzeczywiste 1,2 2 0,77 0,31
2 Wyrazenia algebraiczne 3,25 3 0,39 0,23
3 Roéwnania i nieréwnosci 4,5,6,7, 32 9 0,47 0,33
4 | Funkcje 8,9, 10, 24, 26 7 0,61 0,29
5 Ciagi liczbowe 11,12, 27 4 0,61 0,34
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6 Trygonometria 13, 14, 28 4 0,55 0,34

7 Planimetria 16, 17, 29 4 0,32 0,24
Geometria na ptaszczyznie

8 Kartezjaniskiej 18, 19, 31 6 0,31 0,33

9 Stereometria 15, 20, 21, 33 7 0,52 0,29
Elementy statystyki opisowej;

10 |teoria prawdopodobienstwa 22,23, 30 4 0,53 0,35
i kombinatoryka

Powyzsze wyniki wskazuja, ze uczniowie zdajacy egzamin na poziomie podstawowym
rozwiazuja zadania z poszczegdlnych dziatow na poziomie okoto 50 procent i wigcej. Nizsze
wskazniki tatwosci z trzech dzialéw takich jak: ,,Wyrazenia algebraiczne”, ,,Planimetria” i
,Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej”, sa spowodowane tym, ze wystgpowaly w nich
zadania typu ,,Uzasadnij...” . Najlatwiejsze sa dla nich zadania z liczb rzeczywistych i funkcji.
Wynika to z faktu, ze zadania tego typu wystgpowaly na poprzednich egzaminach
maturalnych, wlacznie z egzaminem probnym.

4.2.3 Latwos¢ zadan w obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych

Tabela 7. Wartosci parametrow statystycznych zadan arkusza dla poziomu podstawowego w obszarach
standardow wymagan egzaminacyjnych

Obszar standardéw Srednia s(t)adnc dha):'lgg\i:e
1. Wykorzystanie i tworzenie informaciji. 0,63 0,28
2. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentaciji. 0,66 0,23
3. Modelowanie matematyczne. 0,45 0,37
4. Uzycie i tworzenie strategii. 0,39 0,29
5. Rozumowanie i argumentacja. 0,10 0,25

Analiza fatwosci zadan w poszczegdlnych obszarach standardow wykazuje,
ze najlatwiejsze okazalo si¢ rozwiazywanie zadan badajacych umiejetnosci opisane
w standardzie II, w ktorym zdajacy wykorzystuje i interpretuje reprezentacje. W dalszym
ciagu najtrudniejszy jest standard V — rozumowanie i argumentacja — wystepujacy w zadaniach
na dowodzenie.

Udzial punktow mozliwych do uzyskania za kazdy z tych obszarow przedstawia tabela 8.

Tabela 8. Przyporzadkowanie zadan i punktow do obszaréw standardow wymagan egzaminacyjnych

Numer zadania w arkuszu Liczba
Obszar standardéw : . Waga
Zadania zamkniete Zadania | punktéw
otwarte
1. . Wykorz"ystanle i tworzenie 1.3 % 4 8%
informaciji.
2.Wykorzystanie i interpretowanie | 2,5,6,7,8,9, 10, 11, 13, 24 18 36%
reprezentacji. 14,16, 18, 19, 20, 21, 23 °
3. Modelowanie matematyczne. 4,22 27,32 9 18%
4. Uzycie i tworzenie strategii. 12,15, 17 28, %% 31, 15 30%
5. Rozumowanie i argumentacja. 25,29 4 8%




Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadzonego w roku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewddztwa pomorskiego

4.2.4 Latwos$¢ zadan i rozktad ich wynikow

Arkusz egzaminacyjny podstawowy byt dla zdajacych trudny. Bardzo trudne okazaly
si¢ zadania na dowodzenie: 25 1 29.
Stopien wykonania zadan z arkusza podstawowego przedstawiono w Tabelach 91 10.

Tabela 9. tatwos¢ zadan arkusza podstawowego

Numery zadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
tatwosé¢ zadan 0,64 | 0,90 | 0,92 | 0,49 | 0,57 | 0,58 | 0,58 | 0,58 | 0,70 | 0,66 | 0,61

Numery zadan 12 |13 (14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
tatwos¢ zadan | 0,81 | 0,82 | 0,66 | 0,86 | 0,42 | 0,70 | 0,63 | 0,43 | 0,72 | 0,91 | 0,55

Numery zadan 23 | 24 | 25|26 | 27 | 28 |29 |30 | 31 | 32 | 33

tatwos¢ zadan 0,70 (0,68 | 0,13 | 0,49 | 0,50 | 0,35 |0,07 | 0,42 0,21 | 0,39 | 0,28

Rysunek 1. tatwosé¢ zadan arkusza podstawowego
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Tabela 10. Interpretacja wskaznika tatwosci zadan arkusza podstawowego
Stopien trudnosci | Wskaznik tatwosci Numery zadan I;:::::
Bardzo trudne 0,00-0,19 25, 29 2
Trudne 0,20-0,49 4,16, 19, 26, 28, 30, 31, 32, 33 9
Umiarkowanie 0,50-0,69 1,5,6,7,8,10, 11, 14, 18, 22,24, 27 12
trudne
tatwe 0,70-0,89 9,12, 13, 15,17, 20, 23 7
Bardzo tatwe 0,90-1,00 2,3, 21 3

W arkuszu dla poziomu podstawowego znalazly si¢ zadania od bardzo trudnych po
bardzo tatwe, co wskazuje na duze zréznicowanie poziomu zadan. Sposrod zadan najlatwiejsze
dla zdajacych byly zadania zamknigte: 2 — obliczenia procentowe, 3 — wyrazenie algebraiczne,
21 — obliczenie objgtosci stozka o danej wysokosci 1 danej $rednicy.
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4.3 Analiza statystyczna wynikow arkusza rozszerzonego

Ponizej przedstawiono warto$ci wybranych wskaznikéw wykonania zadan, takie jak
np. wskaznik fatwosci poszczegélnych zadan i zestawu zadan z arkusza rozszerzonego oraz
tatwosci zadan w poszczegolnych obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych.
Przedstawione dane dotycza calej grupy abiturientow, ktdrzy wybrali matematyke¢ na poziomie
rozszerzonym.

4.3.1 Wskazniki statystyczne arkusza rozszerzonego

W Tabeli 11. przedstawiono wartosci wybranych wskaznikow statystycznych (wynik
maksymalny, minimalny 1 $redni wyrazone w punktach i procentach) uzyskane przez
zdajacych za rozwiazanie zadan z arkusza rozszerzonego.

Tabela11. Wartosci parametréw statystycznych wynikow zdajacych na poziomie rozszerzonym

Zdajacy

Parametr statystyczny LO LP LU T TU Razem
Liczba zdajacych 2814 3 0 323 0 3140
Wynik minimalny w punktach 0,0 3,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Wynik maksymalny w punktach 50,0 27,0 0,0 48,0 0,0 50,0
Wynik sredni w punktach 23,93 11,00 0,00 10,57 0,00 22,54
Wynik sredni w % 47,85 22,00 0,00 21,15 0,00 45,08
Mediana 24,00 3,00 0,00 8,00 0,00 22,00
Modalna w punktach 26,00 3,00 0,00 3,00 0,00 3,00
Odchylenie standardowe w pkt 12,7 11,3 0,0 8,9 0,0 13,0
Odchylenie standardowe w % 25,47 22,63 0,00 17,71 0,00 26,09

Analizie statystycznej poddano wyniki 3140 zdajacych egzamin maturalny
z matematyki w maju 2011 roku. Statystyczny maturzysta uzyskal wynik 22,54 punktow,
co stanowi 45% liczby punktow mozliwych do uzyskania za rozwiazanie zadan arkusza
z poziomu rozszerzonego. Rozstep wynikdw wynosi 50 punktéw i wskazuje na bardzo duze
zréznicowanie umiejetnosci zdajacych. Warto$¢ miary rozrzutu (odchylenie standardowe) —
13,00 — oznacza, ze okolo 70% zdajacych uzyskato wyniki z przedziatu 10 - 36 punktéw. Dla
poréwnania w roku 2010 warto$¢ miary rozrzutu wynosita 12,8 — co oznaczalo, ze okoto 70%
zdajacych uzyskato wyniki z przedziatu 11-37 punktow.

4.3.2 Latwos¢ zadan w obszarach sprawdzanych tresci wymagan egzaminacyjnych

Tabela 12. Analiza stopnia opanowania sprawdzanych tresci poziomu rozszerzonego

Lp.| Zakres tresci Numery Liczba Wskaznik | Odchylenie
’ zadan punktéw tatwosci |standardowe
1. | Liczby rzeczywiste 1 4 0,28 0,38
2. |Wyrazenia algebraiczne 2 4 0,68 0,39
3. | Roéwnania i nieréwnosci 3 6 0,50 0,42
4. |Funkcje 8 4 0,55 0,42
5. | Ciagi liczbowe 5 4 0,45 0,46
6. | Trygonometria 4 4 0,42 0,42
. , 6 (4pkt)
7. | Planimetria 10 (3pkt) 7 0,37 0,31
8. Geomfatr,ia na ptaszczyznie 7 4 0,39 0.43
kartezjanskiej
9. | Stereometria 11 6 0,61 0,42
Elementy statystyki opisowej; 9 (4pkt)
10.|teoria  prawdopodobienstwa 12 (3pkt 7 0,31 0,24
: : pkt)
i kombinatoryka
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Powyzsze wyniki wskazuja, ze dla zdajacych najtrudniejszymi dziatami matematyki sa:
,Elementy statystyki opisowej, teoria prawdopodobienstwa i kombinatoryka™ (0,33) 1 ,, Liczby
rzeczywiste” — dowdd algebraiczny (0,31).

4.3.3 Latwos$¢ zadan w obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych

Tabela 13 Wartosci parametrow statystycznych zadan arkusza dla poziomu rozszerzonego w obszarach
standardow wymagan egzaminacyjnych

Obszar standardéw Srednia Odchylenie

standardowe
3. Modelowanie matematyczne. 0,55 0,42
4. Uzycie i tworzenie strategii. 0,44 0,27
5. Rozumowanie i argumentacja. 0,45 0,30

Analiza tatwo$ci zadan w poszczego6lnych obszarach standardow wykazuje, ze najtrudniejsze
okazalo si¢ rozwiazywanie zadan badajacych umiejgtnosci opisane w standardzie IV
dla poziomu rozszerzonego (Uzycie i tworzenie strategii.).

Udzial punktow mozliwych do uzyskania za kazdy z tych obszaréw przedstawia Tabela 14.

Tabela 14. Przyporzadkowanie zadan i punktéw do obszaréw standardéw wymagan egzaminacyjnych

Obszar standardow Nuvr:::kz::zaunia pti:lftlz')aw Waga
3. Modelowanie matematyczne. 8 4 8%
4. Uzycie i tworzenie strategii. 1,3,4,5,6,7,9, 11,12 39 78%
5. Rozumowanie i argumentacja. 2,10 7 14%

4.3.4 Latwos¢ zadan i rozktad ich wynikow

Arkusz egzaminacyjny rozszerzony byt dla zdajacych trudny.

Najtrudniejsze okazaty si¢ zadania:
e 10.— obliczenia z kombinatoryki,
e 9. —przeprowadzenie dowodu z planimetrii,
e 1. —wykorzystanie cech podzielnos$ci liczb catkowitych przy uzasadnieniu.

Najtatwiejsze okazaty si¢ zadania:

e 2. —przeksztalcenie rownowazne wyrazenia wymiernego,

e 11.—znalezienie zwiazkéw miarowych w ostrostupie .

Stopien wykonania zadan z arkusza rozszerzonego przedstawiono w Tabelach 15.1 16.

Tabela15. Latwosé zadan arkusza rozszerzonego

Numery
Jadan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
L:;"é’:zc 0,28 | 0,68 | 0,50 | 0,42 | 0,45 | 0,54 | 0,39 | 0,55 | 0,19 | 0,15 | 0,61 | 0,47
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Rysunek 2 tatwos¢ zadan arkusza rozszerzonego
0,68
0,55 00
0.5 0,54 , 047
042 045 :
’ 0,39
0,28
] (i 5
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

numer zadania

Tabela 16. Interpretacja wskaznika tatwosci zadan arkusza rozszerzonego

Stopien trudnosci | Wskaznik tatwosci Numery zadan Liczba zadan
Bardzo trudne 0,00-0,19 9,10 2
Trudne 0,20-0,49 1,4,5,7,12 5
tlmrf;kowa”'e 0,50-0,69 2,3,6,8, 11 5
tatwe 0,70-0,89 - -
Bardzo tatwe 0,90-1,00 - -

Sposrdéd zadan umieszczonych w arkuszu dla poziomu rozszerzonego byly dwa zadania
bardzo trudne. Zadanie najtrudniejsze, to zadanie 9 — dowdd z planimetrii. W zestawie nie
wystapity zadania tatwe i bardzo tatwe.

4.4 Analiza jakoSciowa zadan egzaminacyjnych

Wskazniki tatwosci zadan w wojewddztwie sa poréwnywalne z krajowymi i typowe
btedy w rozwiazaniach byly analogiczne jak w skali kraju.

Analiza jako$ciowa poszczegolnych zadan wykazuje, ze zadania egzaminacyjne dobrze
ilustruja standardy wymagan egzaminacyjnych.
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ARKUSZ EGZAMINACYJNY - POZIOM PODSTAWOWY

Zadanie 1. (1 pkt)
Wskaz nierownos¢, ktora spetnia liczba 7.

A, |x+1>5 B. |r-1|<2 C. x——23

Sprawdzane umiej¢tnosci
Wykorzystanie pojecia wartosci bezwzglednej do sprawdzenia, czy dana liczba spelnia
nierowno$¢ (standard I).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,71 0,48 0,37 0,58 0,33 0,64
Poprawna odpowiedz: C — umiarkowanie trudne
63,85%
17,56%

9,24% 9,06%
ke s B
BRAK | A | B c | D

Zadanie 2. (1 pkt)
Pierwsza rata, ktora stanowi 9% ceny roweru, jest rowna 189 zt. Rower kosztuje

A. 1701 zt B. 2100zt C. 1890 zl. D. 2091 zl.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zastosowanie obliczen procentowych w sytuacji praktycznej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,93 0,86 0,64 0,89 0,73 0,90
Poprawna odpowiedz: B — latwe
90,95%
008%  60% 113%  2,23%
T '_l T T T
BRAK A B c D
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Zadanie 3. (1 pkt)
Wyrazenie 5a” —10ab +15a jest rowne iloczynowi

A. 54°(1-10p+3)  B. 5a(a-2b+3)  C. 5a(a—10b+15) D. 5(a—2b+3)

Sprawdzane umiejetnosci
Roztozenie wielomianu na czynniki z zastosowaniem wylaczenia wspolnego czynnika poza
nawias (standard I).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,94 0,92 0,73 0,92 0,78 0,92
Poprawna odpowiedz: B — latwe
92,89%

0,08% 0,65% 2,65% 3,73%

BRAK A 5 c D
Zadanie 4. (1 pkt)

) C|4x+2y=10 ) , .. .
Uktad rownan ma nieskonczenie wiele rozwiazan, jesli
6x+ay=15

A. a=-1 B. a=0 C. a=2 D. a=3

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwiazanie uktadu rownan (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem

0,56 0,28 0,31 0,39 0,27 0,49

Poprawna odpowiedz: D — trudne.

48,04%

14 30% 18,86% 18,45%
s ()

0,34%

BRAK A B C D




Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadzonego w roku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewddztwa pomorskiego

Zadanie 5. (1 pkt)
Rozwiazanie réwnania x(x +3)—49 = x(x —4) nalezy do przedziatu

A. (-0,3) B. (10,+x) C. (-5-1) D. (2,+x)

Sprawdzane umiejetnosci

Rozwiazanie réwnania liniowego i sprawdzenie, czy rozwiazanie nalezy do danego przedziatu
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,66 0,47 0,29 0,46 0,32 0,57
Poprawna odpowiedz: D — umiarkowanie trudne
57,06%
23,73%
8,09% 10,68%
0,44% o | |
BRAK A B c D

Zadanie 6. (1 pkt)

o . . . . . .3 5x .
Najmniejsza liczba catkowita nalezaca do zbioru rozwigzan nier6wnosci —+ X é jest

A. 1 B. 2 C. -1 D. -2

Sprawdzane umiejetnosci
Sprawdzenie, ktore z podanych liczb speiniaja nierowno$¢ i1 wybranie z nich najmniejszej
(standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,64 0,44 0,40 0,49 0,32 0,58
Poprawna odpowiedz: B — umiarkowanie trudne
56,71%
20,25%
10,19%  12.66%
0,19% | |
BRAK A B c D
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Zadanie 7. (1 pkt)

Wskaz, ktéry zbior przedstawiony na osi liczbowej jest zbiorem liczb spelniajacych
jednoczesnie nastepujace nierdwnoscei: 3(x—1)(x—5)<0 i x>1.

A 5 . .

-1 3

B. 8
1

- O—

s
s

IH
=
— @

Sprawdzane umiej¢tnosci

Zinterpretowanie rozwiazania nierownosci kwadratowej i liniowej na osi liczbowej
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,65 0,44 0,38 0,50 0,38 0,58
Poprawna odpowiedzZ: C — umiarkowanie trudne
57,15%
32,12%
. 5,48% 5,12%

0,14% — —

BRAK A B c D
Zadanie 8. (1 pkt)
Wyrazenie log,(2x —1) jest okreslone dla wszystkich liczb x spetniajacych warunek

1 1
A, x<— B. x>— C. x<0 D. x>0
2 2
Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie definicji logarytmu (standard II).
Wskaznik latwos$ci zadania dla
LO LP LU T TU razem
0,64 0,48 0,46 0,48 0,34 0,58
Poprawna odpowiedz: B — umiarkowanie trudne.
56,28%
24,69%
12,48%
6,21%
L =

BRAK
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Zadanie 9. (1 pkt)
Dane sa funkcje liniowe f(x)=x—-2 oraz g(x)=x+4 okreSlone dla wszystkich liczb
rzeczywistych x. Wskaz, ktory z ponizszych wykresow jest wykresem funkcji

h(x) = f(x)- g(x).

A. B. C. D.

Sprawdzane umiej¢tnosci

Okreslenie funkcji za pomoca wzoru 1 interpretowanie wykreséw funkcji kwadratowych
(standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem

0,78 0,55 0,32 0,64 0,36 0,70

Poprawna odpowiedz: A — latwe.

70,40%

o1 8,11% 5,56%
1 I_I | | o
- T T T T

BRAK A B C D
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Zadanie 10 (1 pkt)
Funkcja liniowa okreslona jest wzorem f(x)= —2x+4. Miejscem zerowym tej funkcji jest

liczba

_e D. 22

A -242 B. - C.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie miejsca zerowego funkcji liniowej (standard II).

Wskaznik latwos$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,75 0,55 0,37 0,56 0,33 0,66
Poprawna odpowiedz: D — umiarkowanie trudne.
66,06%
14.71% 9,57% 9,46%
e [ mm
BRAK A B c D
Zadanie 11. (1 pkt)
Dany jest nieskonczony ciag geometryczny (an ), w ktorym a, =11 a, = % Wtedy
A. al:g B. al:i C. al=é D. alzg
3 9 2 4
Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wzory na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (standard II).
Wskaznik latwosci zadania dla
LO LP LU T TU razem
0,69 0,42 0,29 0,53 0,23 0,61

Poprawna odpowiedz: D — umiarkowanie trudne.

60,62%

15,89% 14,50%

8,73%
0,27% I_I

BRAK A B C D
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Zadanie 12. (1 pkt)
Dany jest nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny (an) o wyrazach dodatnich. Wtedy

A. a,+ta,=a, B. a,+a,=a;+ag C. a,+ay,=a,+aq D. a,+a,=2aq

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie wzoru na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (standard I'V).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,84 0,64 0,56 0,79 0,62 0,81
Poprawna odpowiedz: C — latwe.
80,57%
o 7,41% 7,66% 4,13%
0,23% — — —
BRAK A B c D

Zadanie 13. (1 pkt)
Kat a jestostryi cosa = % Wtedy

. 12 . 12
A. sina =— oraz tgo =— B. sina =— oraz tga =—
13 5 13 2
. 12 12 . 5 12
C. sina =— oraz tga =— D. sina =— oraz tga =—
5 13 12 13

Sprawdzane umiejetnosci

Wyznaczenie wartos$ci pozostalych funkcji tego samego kata ostrego, gdy dana jest wartos$¢

jednej z nich (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,87 0,73 0,46 0,80 0,49 0,82
Poprawna odpowiedz: A — latwe.
82,32%
8,83% o .
0.20% 4,58% 4,06%
BRAK A B c D
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Zadanie 14. (1 pkt)

sin?38°+cos®38°—1

Wartos¢ wyrazenia —; > jest rbwna
sin” 52°+cos”52°+1
A. 1 B. 0 C. 1 D. 1
2 2

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie prostych zwiazkow migdzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego (standard

10).
Wskaznik latwoS$ci zadania dla
LO LP LU T TU razem
0,72 0,45 0,42 0,58 0,38 0,66

Poprawna odpowiedz: B — umiarkowanie trudne.

65,32%

10,00% 11,39% 12,98%
0,31% ] ] | |
BRAK A c D
Zadanie 15. (1 pkt)
W prostopadto$cianie ABCDEFGH mamy: |AB| =5, AD| =4, AE| =3. Ktory z odcinkéw
AB, BG, GE, EB jest najdtuzszy?
H, G
/I’Z) ________________ y = C
A° B
A. AB B. BG C. GE D. EB

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwigzkOw miarowych w przestrzeni (standard V).
Wskaznik latwosci zadania dla
LO LP LU T TU
0,89 0,71 0,74 0,84 0,77
Poprawna odpowiedz: C — latwe.

razem
0,86
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86,19%

016% 428% 2,10% 7.21%
’ . | m— | . . . I I
BRAK A B C D

Zadanie 16. (1 pkt)
Punkt O jest srodkiem okrggu. Kat wpisany o ma miarg

B

<&

g for ¢

A. 80° B. 100° C. 110° D. 120°

Sprawdzane umiejetnosci
Skorzystanie ze zwiazkoOw migdzy katem srodkowym i katem wpisanym (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,47 0,31 0,31 0,36 0,33 0,42
Poprawna odpowiedz: B — trudne
48,42%
Q 42,47%

. § 5,49% 3.47%
0,16% N l_l —
BRAK A B C D
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Zadanie 17. (1 pkt)
Wysokos¢ rombu o boku dlugosci 6 1 kacie ostrym 60° jest rOwna

A. 33 B. 3 C. 63 D. 6

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkoOw miarowych w figurach plaskich (standard I'V).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,75 0,48 0,43 0,64 0,52 0,70
Poprawna odpowiedz: A — latwe
70,25%
17,36%
. 7,31% 4,92%
0,17% | = |
BRAK A B c D

Zadanie 18. (1 pkt)
Prosta k& ma rownanie y=2x-3. Wskaz roéwnanie prostej / rownolegle; do prostej &

i przechodzacej przez punkt D o wspotrzednych (-2,1).

B. y=-2x+3 B. y=2x+1 C. y=2x+5 D. y=—x+1

Sprawdzane umiejetnosci

Zbadanie rownoleglos$ci 1 prostopadiosci prostych na podstawie ich réwnan kierunkowych
(standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,73 0,37 0,27 0,52 0,22 0,63
Poprawna odpowiedz: C — umiarkowanie trudne.
62,64%
1430y 18AT%
0,16% 441%
BRAK A B c D
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Zadanie 19. (1 pkt)
Styczna do okregu (x — 1)2 +y>—4=0 jest prosta o rownaniu

A, x=1 B. x=3 C. y=0 D. y=4

Sprawdzane umiejetnosci
Postuzenie si¢ rownaniem okrggu (x—a)2 +(y—b)2 =r’ i sprawdzanie czy dana prosta jest
styczng do danego okregu (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem

0,50 0,33 0,36 0,32 0,32 0,43

Poprawna odpowiedz: B — trudne

42,50%

23,25%

15,68% 17.92%
,68%

0,67%

T T T T
BRAK A B C D

Zadanie 20. (1 pkt)
Pole powierzchni calkowitej sze$cianu jest rowne 54. Dhugos$¢ przekatnej tego szeScianu jest
rowna

A. V6 B. 3 C. 9 D. 33

Sprawdzane umiejetnosci
Wyznaczenie zwiazkOw miarowych w sze$cianie (standard II).

Wskaznik latwoS$ci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,78 0,52 0,40 0,66 0,36 0,72
Poprawna odpowiedz: D — latwe
72,75%
6,19% 6,81% 19,89%
0% = pm [
BRAK A B c D
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Zadanie 21. (1 pkt)
Objetosc¢ stozka o wysokosci 8 1 $rednicy podstawy 12 jest rowna

A. 124r B. 967 C. 64r D. 32r

Sprawdzane umiejetnosci
Wyznaczenie zwiazkow miarowych w brytach obrotowych (standard II).

Wskaznik latwosSci zadania dla

LO LP LU T TU razem

0,94 0,80 0,70 0,90 0,74 0,91

Poprawna odpowiedz: B — bardzo latwe

91,63%

4,84%

0,12% 1,30% 2,11%
— . . — 1 . | — |

BRAK A B c D

Zadanie 22. (1 pkt)
Rzucamy dwa razy symetryczna szeScienna kostka do gry. Prawdopodobienstwo otrzymania
sumy oczek rownej trzy wynosi

1 1 1 1

A, — B. — C. — D. —
6 9 12 18

Sprawdzane umiejetnosci
Zastosowanie twierdzenia znanego jako klasyczna definicja prawdopodobienstwa do obliczenia
prawdopodobienstwa zdarzenia (standard III).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,64 0,34 0,25 0,46 0,36 0,55
Poprawna odpowiedz: D — umiarkowanie trudne
55,59%
17.00% 20,03%
7,11%
0,18% | o |
BRAK A B c D
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Zadanie 23. (1 pkt)
Uczniowie pewnej klasy zostali poproszeni o odpowiedz na pytanie: ,,Ile osob liczy twoja
rodzina?” Wyniki przedstawiono w tabeli:

Liczba  o0s6b |liczba

w rodzinie uczniow
3 6

4 12

X 2

Srednia liczba 0s6b w rodzinie dla uczniow tej klasy jest rowna 4. Wtedy liczba x jest rowna

A. 3 B. 4 C. 5 D. 7

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie $redniej arytmetycznej (standard II).

Wskaznik latwosci zadania dla

LO LP LU T TU razem
0,77 0,48 0,39 0,62 0,36 0,70
Poprawna odpowiedz: D — latwe
70,25%
22,16%
0.12% 3,51% 3,96%
BRAK A B c D

Uwaga:
Latwo$¢ zadania zamknigtego moze by¢ inna niz wybdr werstraktora, poniewaz
wybory dystraktoréw sa podane dla jednej z wersji arkusza.
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Zadania otwarte

Zadanie 24. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwnos¢ 3x° —10x+3<0.

Sprawdzane umieje¢tnosci:

Rozwiazanie nierownosci kwadratowej (standard II — Wykorzystanie 1 interpretowanie
reprezentacji).
Wskaznik latwosci zadania Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
dla ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,68 — umiarkowanie trudne 0,75 0,46 0,26 0,62 0,25

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 3x”> —10x +3
e obliczamy wyroznik tego trojmianu:
A=100-4.3-3=64 istad x =25 _1 ory 1048
6 3 6
albo
e stosujemy wzory Viete’a:

3

. 1
X, +x, =3 oraz x,-x, =1 istad Xx =3 oraz x, =3

albo

e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu lub postaé iloczynowa
trojmianu, lub zaznaczajac na wykresie

X, :% , X, =3 lub 3(x—%j(x—3)

lub

W

0o | —

-4 -3 -2 -1 O\1 2 3 4 5 6 Xx

Podajemy zbidr rozwiazah nierownosci: % <x<3 Iub <%, 3> lub x <%, 3>

Przydzial punktow za zadanie

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

e zrealizuje pierwszy etap rozwiazania i na tym poprzestanie lub biednie zapisze zbior
rozwiazan nier6wnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadratowego x=—, x=3 i na tym

poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwiazan nierdéwnosci
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o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)=3x’-10x+3 i na tym

poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwiazan nierdéwnosci
o roztozy trdjmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. 3(x—§]-(x—3) 1 na

tym poprzestanie lub btgdnie rozwiaze nierownos¢
albo
e realizujac pierwszy etap, popeilni btad (ale otrzyma  dwa rdézne pierwiastki)
1 konsekwentnie do tego rozwiaze nierownos¢, np.
o popetni blad rachunkowy przy obliczaniu wyrdéznika lub pierwiastkow
trojmianu kwadratowego i konsekwentnie do popelnionego bl¢du rozwiaze
nierdwnos¢

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy:

poda zbidr rozwiazan nierownosci: <%, 3> lub x e <%, 3> , lub % <x<3

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych latwe.
Badalo elementarna dla ucznia szkoty ponadgimnazjalnej umiejgtnosé: rozwiazywanie
nierownos$ci kwadratowej. Mimo iz ten typ zadania pojawit si¢ na probnej maturze (a takze
w arkuszach wczesniej publikowanych na stronie CKE 1 OKE), to nieco ponad 50% zdajacych
rozwiazalo to zadanie poprawnie, pozostali zdajacy nadal popetniali btedy na réznych etapach
rozwiazywania zadania:

e obliczajac wyroznik trojmianu kwadratowego, np. A=-100—4-3-3=-136
-10-8 _—10+8

-9, x, = -1
2 ? 2

e podajac jego pierwiastki, np.: x, =
lub

.. ) ) 1
e zapisujac zbidr rozwiagzan, np. (—OO, —§> U <3, +00) albo x e (—%,3).

Odnotowano rowniez rozwiazania, w ktorych zdajacy popehili btedy rachunkowe przy
obliczaniu pierwiastkbw trojmianu kwadratowego, a nastgpnie konsekwentnie do
popetnionego btedu zapisywali zbior rozwiazan nierownosci. Za takie rozwiazania zdajacy
mogli otrzymac¢ 1 punkt.

Niestety, grupa okoto 20% zdajacych nie otrzymata nawet jednego punktu za rozwiazanie
tej nierownosci kwadratowe;.
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Zadanie 25. (2 pkt)
Uzasadnij, ze jezeli a+b=1 1 a’ +b>=7,t0 a* +b* =31.

Sprawdzane umiejetnosci:
Przeprowadzenie dowodu algebraicznego z zastosowaniem wzoréw skréconego mnozenia
(standard V — Rozumowanie i argumentacja).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,13 — bardzo trudne 0,20 0,01 0,00 0,03 0,00

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:

Poniewaz a+b =1, wigc (aer)2 =1, czyli a’ +2ab+b*> =1.
Poniewaz a” +b” =7, wiec 2ab+7=1. Stad mamy ab=-3 i a’b’ = (ab)2 =9.
Stosujac wzory skroconego mnozenia, zapisujemy wyrazenie a'+b*=31 w postaci:

(a2 +b* )2 —2a’h* =31, czyli 7° —2-9 =31, co nalezalo uzasadni¢.

Przydzial punktow za zadanie

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

e korzystajac z zalozen obliczy, ze ab=-3, 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia
btedy
albo
e przeksztalci teze w sposob rownowazny do postaci a’h> =9 i na tym poprzestanie lub
dalej popetnia btedy
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla absolwentéw LO trudne, a dla pozostatych zdajacych bardzo trudne.
Zadania typu ,,Wykaz...” z reguly budza obawy zdajacych. Tak bylo rowniez w tym
przypadku. Ponad 25% maturzystow nie podjeto proby rozwiazania tego zadania.
. P : : : P+b’ =7
Najczgsciej zdajacy, aby uzasadnic tezg, rozwiazywali uktad, {a o1
a+b=

Np. podstawiali b=1-a do réwnania a” +5b° =7, stad otrzymywali réwnanie

a’+(1 —a)2 =7, ktore jest rtOwnowazne rownaniu 2a° —2a—-6=0, czyli a’ —a—3=0.

1-13 , 4, = 1+V13 _Przewaznie na tym konczyli.
2 2
Za ten etap rozwiazania, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.
Bledy w rozwiazaniu zadania pojawiaty si¢ na réznych etapach, takze juz w pierwszej
fazie rozwiazywania. Zdajacy nie potrafili poprawnie zastosowac, np.:

Obliczali A=13 oraz q, =

, o 2 2, g2 2, 12\
e wzoru skréconego mnozenia, np.: (a +b) =1toa +b =1 albo (a +b ) —2ab=31.
e wiadomosci o pierwiastkach, mylili: @, 1 a, za1 b
e dziatan na liczbach typu x =a+ bc
Btedem rzadziej popelnianym niz w roku ubieglym byto dowodzenie prawdziwosci tezy

dla kilku wybranych liczb i wnioskowanie na tej podstawie o prawdziwosci tezy dla
wszystkich liczb spelniajacych zatlozenie.
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Zadanie 26. (2 pkt)
Na rysunku przedstawiono wykres funkc;ji f.

VA

Vo)
“ Y

|
N
|
FAN
|
(%)
|
[\
|
e
)
f—.
b
e
N
oW
l\,h

Odczytaj z wykresu 1 zapisz:

a) zbidr warto$ci funkcji £,
b) przedziat maksymalnej dlugosci, w ktérym funkcja f jest malejaca.

Sprawdzane umiej¢tnosci:
Odczytywanie wlasnosci funkcji z jej wykresu (standard II — Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacjil ).

Wskaznik latwoSci zadania Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
dla ogoélu zdajacych LO LP LU T TU
0,49 — trudne 0,59 0,26 0,12 0,37 0,16

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Odczytujemy z wykresu zbior wartosci funkc;ji: <—2, 3> .

Zapisujemy przedziat maksymalnej dlugosci, w ktérym funkcja jest malejaca: <—2, 2> .

Przvdzial punktow za zadanie

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:
e zapisze zbidr wartosci funkcji f: <—2, 3> 1 na tym poprzestanie
albo
e zapisze zbior wartosci funkcji f: <—2, 3> i blednie zapisze przedzial maksymalnej

dhugosci, w ktorym ta funkcja jest malejaca
albo
e zapisze przedzial maksymalnej dtugosci, w ktorym funkcja f jest malejaca: <—2, 2>

1 na tym poprzestanie
albo
e zapisze przedzial maksymalnej dlugosci, w ktorym funkcja f jest malejaca, np.:

<—2, 2> 1 blednie zapisze zbidr wartosci funkeji f .

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy zapisze zbior wartosci funkcji f : <—2, 3> oraz przedziat
maksymalnej dtugosci, w ktorym funkcja f jest malejaca: <—2, 2> .

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Badato elementarna dla ucznia szkoly ponadgimnazjalnej umiejgtno$¢ odczytywania
podstawowych wlasnos$ci funkcji z jej wykresu. Tylko 32,56 % zdajacych poprawnie
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odczytalo 1 zapisato wskazane wlasnosci funkcji, otrzymujac tym samym 2. Niestety, 30,55 %
zdajacych nie udzielito poprawnej odpowiedzi do Zadnego z podanych polecen.

Zdajacy mylili zbior wartosci funkcji z jej dziedzina, stad czesto pojawiata si¢ odpowiedz
(-4, 8) albo zapisywali zbior wartoci funkcji w postaci (-2, 3) lub (3,—2). Podobnie,
w przypadku zapisu przedziatu maksymalnej dtugosci, w ktérym funkcja f jest malejaca,
pojawiaty si¢ bledne zapisy przedziatu, np. {-2,2} lub (3,-2) czy tez niepoprawne

sformutowania postaci ,,f jest malejaca od (-2, 3) do (2, —2)”.

Zadanie 27. (2 pkt)
Liczby x, y,19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny, przy czym x+)y=38.
Oblicz x1y.

Sprawdzane umiejetnosci:

Zastosowanie wWzoroOw na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego lub wykorzystanie wtasnosci trzech
kolejnych wyrazow do obliczenia wyrazow ciagu

(standard III — Modelowanie matematyczne).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik fatwos$ci wedtug typu szkoly
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,50 — trudne 0,62 0,17 0,07 0,35 0,08

Przykladowe poprawne sposoby rozwigzania:
I. Liczby x, v, 19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny, stad 2y =x+19.
Zapisujemy wigc uktad rownan
2y=x+19
{x +y=_8

ktorego rozwiazaniem jest x=—-11 y=9.
II. Liczby x, y, 19 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny. Niech » bgdzie r6znica tego
ciagui x=a,, y=a,=a,+r,19=a,=a,+2r.
Otrzymujemy uktad réwnan
a,+a +r=38
a,+2r=19

Rozwigzaniem tego uktadu jest ¢, =—1, r=10,stad: x=q,=-1, y=a,=9.

Przvdzial punktow za zadanie

I Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy wykorzysta wlasnosci ciagu arytmetycznego i zapisze
rownanie, np.: 2y = x+19 1na tym poprzestanie lub dalej popelnia btedy.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy: x=-11 y=9.

II. Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy wprowadzi oznaczenia x=a,, y=a, =a,+r 1 zapisze

réwnanie a, +2r =19 1na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy: x=-11 y=9.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych trudne, dla absolwentéw TU i LU bardzo trudne,
dla LO umiarkowanie trudne. Okoto 10% maturzystow nie podjglo proby rozwiazania tego
zadania.

Zdajacy nie mieli problemow z interpretacja tresci zadania (w tym z wykorzystaniem wilasnos$ci

31
]
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ciagu arytmetycznego), trudnosci pojawity si¢ jednak na etapie rozwiazywania uktadu rownan.
Najczesciej powtarzajace si¢ btedy w rozwiazaniach zadania, to:

e bledy rachunkowe w przeksztatceniach uktadu rownan i rownosci

e sprawdzanie warunkow zadania dla kilku wybranych wartosci x 1 y 1 na podstawie tych

obliczen formulowanie odpowiedzi, czgsto btedne;j

e mylenie ciagéw i zapisywanie wzorow dla ciagu geometrycznego

e bledy rachunkowe przy probach wyznaczania rdéznicy ciagu arytmetycznego.
Czgsto pojawialy si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy zapisywali (bez obliczen): x=-1, y=9
Za takie rozwiazanie, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Zadanie 28. (2 pkt)
sina N coso

Kat o jest ostry i =2. Oblicz warto$¢ wyrazenia sina - cos« .

cosa sina

Sprawdzane umiejetnosci:
Zastosowanie prostych zwiazkow migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
ostrego (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwoSci zadania Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,35 — trudne 0,48 0,08 0,03 0,19 0,02

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:
sinad cosa

Sprowadzamy wyrazenie =2 do wspolnego mianownika i otrzymujemy

cosa sina
sin” @ +cos” & ) ) . s ) )
=2. Korzystajac z tozsamosci sin“a+cos a=1, otrzymujemy

sin cosa
1

. 1
—— =2, astad sinacosa =—.
sin @ cos 2

Przydzial punktow za zadanie:

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

sina cosa
+

e sprowadzi wyrazenie =2 do wspoOlnego mianownika i na tym

cosa sina
poprzestanie lub dalej popetnia biedy.
albo
sinad  cosa

e doprowadzi wyrazenie =2 do postaci sin® @ +cos’ @ =2sinacosa ina

cosa sina
tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy, ze sinacosa = %

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla absolwentéw LO trudne, a dla pozostatych zdajacych bardzo trudne.

W  rozwiazaniu najwazniejszy byt wybor metody 1 konsekwentne przeprowadzenie

rozwiazania do konca. Zdajacy najczesciej stosowali I sposdb rozwiazania, czyli sprowadzali

wyrazenie do wspolnego mianownika i stosowali jedynke trygonometryczng. Wielu piszacych
sina  cosa

po sprowadzeniu wyrazenia =2 do wspdlnego mianownika btednie dodawato

cosa sina
do siebie dwa wyrazenia, np. dodajac lub mnozac liczniki i mianowniki. Zdarzaty si¢
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sina cosa
+

rozwiazania, w ktorych po sprowadzeniu wyrazenia =2 do postaci

cosa sina
1

sina -cosa
Zdajacy czgsto zapisywali sina -sina = 2sina lub analogicznie cosa -cosa =2cosa . Wielu
sina  cosa

=2 zdajacy nie potrafili przeksztalci¢ wyrazenia do postaci sin«a-cosa :E.

zdajacych nie poradzito sobie z umiejgtnoscia sprowadzenia wyrazenia - =2 do
cosa sina
, ) ) . 2sina +2cosa ., )
wspolnego mianownika, zapisujac np.: - =2. Czg$¢ znich po poprawnym
sin@ -cosa

sprowadzeniu wyrazenia do wspdlnego mianownika btednie skracata wyrazenia algebraiczne.
Ci ktérzy poprawnie sprowadzili wyrazenie do wspdlnego mianownika niejednokrotnie
zostawiali licznik w postaci sin® @ +cos’ @ lub sina-sina +cosa-cosa , nie zauwazajac
jedynki trygonometrycznej. Zdarzaly si¢ rozwiazania, w ktérych podczas mnozenia wyrazenia
sina-cosa przez 2 pojawial si¢ wynik 2sina-2cosa. Czasami po otrzymaniu
prawidlowego wyniku uczniowie dalej przeksztalcali réwnanie, co $wiadczy¢é moze
0 niezrozumieniu polecenia.

Sporadycznie pojawiaty si¢ rozwigzania, w ktorych zdajacy wykorzystywali twierdzenie
o sumie liczby dodatniej 1 jej odwrotnosci.

Bardzo rzadko uczniowie podejmowali proby rozwiazania zadania innymi metodami.
Czgsto zdarzaly si¢ prace, gdzie zdajacy bez uzasadnienia zapisywali, ze o =45° albo tez
przyjmowali, ze a=30° Ilub «a=60° 1 =z tablic odczytywali warto$ci funkcji
trygonometrycznych dla tych katow.

Zdarzaty si¢ rozwiazania, w ktorych uczniowie zapisywali poprawnie uklad réwnan
sin Lcosa _

cosa sina , nie potrafili go jednak poprawnie rozwiaza¢ do konca.
sina+cos’a =1
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Zadanie 29. (2 pkt)
Dany jest czworokat ABCD, w ktorym AB||CD. Na boku BC wybrano taki punkt E,

ze |[EC|=|CD| 1 |EB|=|BA|. Wykaz, ze kat AED jest prosty.
|[EC|=|cD] i |EB|=|B4|. Wy jest prosty

Sprawdzane umieje¢tnosci
Uzasadnienie, ze wskazany kat jest prosty . Przeprowadzenie dowodu geometrycznego
(standard V — Rozumowanie i argumentacja).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
dla ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,07 — bardzo trudne 0,11 0,00 0,00 0,01 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:

Niech []CED|=a. Poniewaz trojkat DCE jest rownoramienny i |EC|=|CD
to [J EDC| =[] CED|=a . Zatem |1 DCE|=180°-2a .

Podobnie, poniewaz trojkat ABE jest rownoramienny i |D AEB| = |D EAB| =4,
to |[J ABE|=180°-25.

Katy ABE i DCE sa katami wewnetrznymi trapezu ABCD i | DCE|+|] ABE|=180°.

Stad 180°—2a +180°—2/ =180°, czyli

2042 =180°

a+B=90°

Zatem |1 AED|=180°—|1 CED|~|1 AEB|=180°—a — =180°—(a + 8) =90°.

9

Przydzial punktow za zadanie:

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy napisze zalezno$ci migdzy miarami katow w trojkatach
réwnoramiennych ABE 1 DCE, np. |D DCE|:180°—2a 1 |D ABE|=180°—2ﬂ 1 na tym
zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy poprawnie uzasadni, ze |D AED| =90°.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla ogoétu zdajacych bardzo trudne i1 jednoczesnie byto dla nich
najtrudniejszym zadaniem w tym arkuszu. Najczg$ciej tez je opuszczano.

Rozwiazywanie zadan z planimetrii, a w szczego6lnosci dotyczacych przeprowadzenia
dowodu geometrycznego, jest dla maturzystow bardzo duzym problemem, bez wzgledu
na stopien ich zlozonosci. W omawianym zadaniu zdajacy mieli przeprowadzi¢ proste
rozumowanie oparte na wlasnosciach trojkata rownoramiennego oraz zwiazkach miarowych
katow w trapezie.

Rozwiazujac tego typu zadania, zdajacy rzadko uzasadniaja wiasnosci figur. Nie powotuja si¢
na odpowiednie twierdzenia i definicje, na ktdrych opieraja swoje wnioski. Czgsto zmieniaja
warunki zadania w celu uproszczenia jego rozwiazania.
Najczesciej powtarzajace si¢ bledy
Zdajacy przyjmowali dodatkowe zatozenia dotyczace czworokata ABCD 1 sprowadzali
rozwigzanie do szczegdlnego przypadku, gdy czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym
albo rownoleglobokiem. W skrajnych przypadkach zaktadano, ze czworokat ABCD jest
prostokatem.
Wystepowato rowniez rozwiazanie, w ktorym po przedtuzeniu bokow czworokata ABCD oraz
odcinkow AE 1 DE, zdajacy zakladat, Ze otrzymat romb 1 korzystal z faktu, ze przekatne rombu
sa prostopadte.

Czgstym blgdem bylo dowodzenie tezy poprzez zatozenie jej prawdziwosci.
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Zadanie 30. (2 pkt)
Ze zbioru liczb {1, 2, 3,...,7} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.

Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania liczb, ktorych suma jest podzielna przez 3.

Sprawdzane umiejetnosci
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia =z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobienstwa (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,42 — trudne 0,50 0,27 0,07 0,34 0,15

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania: (metoda klasyczna)
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary(a,b )liczb z podanego zbioru. Jest to model

klasyczny. Obliczamy liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =7,

Obliczamy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A polegajacym na
otrzymaniu liczb, ktorych suma jest podzielna przez 3, np. wypisujac je 1 zliczajac:

A={(1.2).(15).(21).(2.4).(2.7).(3.3).(3.6).(4.2)

, czyli |A|:16
(4,5)(5.1).(5.4),(5.7).(6.3).(6.6),(7.2).(7.5)}
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A) = %

Przvdzial punktow za zadanie:

Zdajacy otrzymuje 1 punkt, gdy:

e obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =7 =49

albo
e obliczy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4 : |A| =16

Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = %

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych trudne.

Byto to bardzo typowe zadanie, w ktorym zdajacy miat wykazaé si¢ umiejgtnoscia
obliczenia prawdopodobienstwa w prostej sytuacji probabilistycznej. Dobranie wlasciwego
modelu, zliczenie odpowiednich wynikow 1 zastosowanie twierdzenia ,,Klasyczna definicja
prawdopodobienstwa” to najczgsciej stosowany sposob rozwiazania zadania. Rozwiazanie nie
wymagato stosowania wzoréw kombinatorycznych.. W wigkszosci zdajacy poprawnie
stosowali definicj¢ klasyczna prawdopodobienstwa, chociaz odnotowano rowniez
niepoprawne stosowanie klasycznej definicji - dzielenie mocy zbioru Q przez moc zbioru A.
Zdarzyty si¢ btedy rachunkowe, np. przy skracaniu utamkoéw. Poza tym grupa zdajacych miata

problem ze zliczeniem wszystkich zdarzen elementarnych. Czgsto zapisywali |Q| =14 lub

|Q| =7". Najwiecej probleméw jednak sprawito zdajacym zliczenie zdarzen elementarnych

sprzyjajacych zdarzeniu A. Zazwyczaj liczba zliczanych zdarzen elementarnych byta niepetna
np. |A| =10 lub |A| =15. Dodatkowo przy wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych

zdarzeniu A pojawialy sig¢ takie, ktore nie spetniaty warunkoéw zadania.

W schemacie oceniania uwzgledniono cztery sposoby rozwiazania zadania. Dwa
ostatnie sposoby rozwiazania dotyczyty ,,metody drzewa”.
Zdajacy otrzymat 1 punkt, gdy narysowat petne drzewo i przynajmniej na jednej galezi opisat
prawdopodobienstwo lub narysowat drzewo tylko z istotnymi galgziami. Drugi punkt
otrzymal, gdy obliczyl prawdopodobienstwo zdarzenia A4. Najczeséciej zdajacy blednie

opisywali prawdopodobienstwa na istotnych galeziach, w czg$ci rozwiazan zdajacy nie




Sprawozdanie z egzaminu maturalnego przeprowadzonego w roku szkolnym 2010/2011 na terenie wojewddztwa pomorskiego

opisywali prawdopodobienstwa na gateziach drzewa. Czgsto narysowane drzewa nie zawieraty
istotnych gal¢zi, byly niekompletne lub przy obliczaniu prawdopodobienstwa brano pod
uwage gatezie, ktore nie spetniaty warunkow zadania lub tez dodawano prawdopodobienstwo
na gal¢ziach drzewa.

Zdajacy, ktorzy wybrali II sposdb rozwiagzania, czesto tworzac tabele ilustrujaca
sytuacjg¢ opisana w zadaniu, zapominali o jednym lub dwoch wierszach (kolumnach) 1 tworzyli

tabelg par (a,b) o wymiarach 6x7 lub 6x6. Zdarzaty si¢ rozwigzania, w ktérych zdajacy
rozwiazywali zadanie o innej tresci — losowanie bez zwracania.

W wielu przedstawionych rozwiazaniach zabrakto refleksji 1 poprawienia rozwigzania,
gdy otrzymany wynik prawdopodobienstwa zdarzenia byl wigkszy od 1.

Zadanie 31. (4 pkt)
Okrag o $rodku w punkcie S =(3,7) jest styczny do prostej o réwnaniu y =2x—3. Oblicz
wspotrzedne punktu stycznosci.

Sprawdzane umieje¢tnosci:
Wyznaczenie wspotrzednych punktu stycznosci prostej z okregiem
(standard IV — Uzycie i1 tworzenie strategii).

Wskaznik latwoSci zadania Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
dla ogolu zdajacych LO LP LU T TU
0,21 — trudne 0,30 0,00 0,01 0,09 0,00

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Wyznaczamy wspoiczynnik kierunkowy m prostej prostopadtej do prostej o rownaniu

1
=2x-3: m=——.
4 2

Zapisujemy rdwnanie prostej prostopadtej do stycznej i przechodzacej przez punkt S = (3,7):

bl
2 2

Zapisujemy i rozwiazujemy uktad rownan:

y=2x-3

sl

2 2

1 17 . 23 31

—§x+? =2x-3, otrzymujemy x = 5 Stad y :?.
. . 23 31

Zatem punkt styczno$ci ma wspoirzedne: (?,?J .
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Przydzial punktow za zadanie:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania zadania, polegalo na zapisaniu wspolczynnika kierunkowego prostej prostopadte;

do prostej o rownaniu y =2x—-3,np. m = —% — zdajacy otrzymywat 1 punkt.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep, polegalo na zapisaniu uktad réwnan
y=2x-3

1 17 — zdajacy otrzymywat 2 punkty.
y=—=Xx+—

2 2
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polegato na przeksztatceniu uktadu réwnan do
, . . . 1 17 1 3 17 .
rébwnania z jedna niewiadoma, np. —5x+?= 2x=3 lub y =—Zy—z+? — zdajacy

otrzymywat 3 punkty.

Rozwigzanie pelne polegato na obliczeniu wspoétrzednych punktu stycznosci: (?,%j —

zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla absolwentéw LO trudne, a dla pozostatych zdajacych bardzo trudne.
Celem zadania bylo sprawdzenie, czy zdajacy potrafia wyznaczy¢ wspdirzedne punktu
stycznosci prostej z okregiem.
W schemacie oceniania umieszczono trzy sposoby rozwiazania zadania.
Zdajacy, ktorzy wybrali I sposdb rozwigzania, najcze$ciej rozwiazywali to zadanie
z sukcesem.
Najczgstsze btedy w tym sposobie: zdajacy przy wilasciwie wyznaczonym wspotczynniku
kierunkowym prostej btednie wyznaczali wspotczynnik b (wielu z tym bledem konsekwentnie
rozwiazywato zadanie do konca poprawnie). Zdarzalo si¢ rdéwniez, ze przy wlasciwie
wyznaczone] prostej prostopadie; wystgpowaty bledy w rozwiazaniu ukladu réwnan, czyli
w konsekwencji zdajacy zle wyznaczali wspolrzgdne punktu przecigcia prostych (bledy
najczesciej pojawiaty si¢ w wykonywaniu dziatan na utamkach zwyklych). Czesto zdajacy
blednie wyznaczali wspdtczynnik kierunkowy prostej prostopadlej (nie wykorzystywali
warunku a,a, =-1) lub tez konczyli rozwigzanie zadania na tym etapie. Czg$¢ zdajacych
) ) ) { y=3x+7
zapisywata btedny uktad rownan
y=2x-3
Zdajacy, ktorzy wybrali I sposdb rozwiazania (obliczanie odleglosci), najczesciej dobrze
obliczali odlegto$¢ punktu S od danej prostej, czgsto zauwazali, ze jest to dlugo$¢ promienia 1

2
zapi lir’nni—2+—2=ijl T3P+ (-7) =L, ale czesto ni
apisywali rOwna e(x 3) (y 7) (\/g ub\/(x 3) +(y 7) \/g,aecqsto e
potrafili tego potaczy¢ z dana prosta lub biednie wyznaczali odleglos¢ $rodka okregu
S=(@3,7) od prostej y=2x—-3. W wyniku wczeéniej popelionych btedéw zdajacy
otrzymywali dwa punkty stycznosci prostej z okrggiem i taka podawali odpowiedz.
Egzaminatorzy zaobserwowali réwniez fakt, ze wielu zdajacych rozpoczynato
rozwiazanie zadania kilkoma metodami i nie doprowadzato rozwiazania do konca. Duza grupa
zdajacych nie podjeta proby rozwiazania zadania.
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Zadanie 32. (5 pkt)

Pewien turysta pokonat tras¢ 112 km, przechodzac kazdego dnia t¢ sama liczbg kilometrow.
Gdyby mogt przeznaczy¢ na t¢ wedrowke o 3 dni wigcej, to w ciagu kazdego dnia mogtby
przechodzi¢ o 12 km mniej. Oblicz, ile kilometréw dziennie przechodzit ten turysta.

Sprawdzane umiejetnosci:
Rozwiazanie zadania, umieszczonego w kontekscie praktycznym, prowadzacego do rownania
kwadratowego (standard III — Modelowanie matematyczne).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,39 — trudne 0,50 0,07 0,07 0,25 0,09

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:

Niech x oznacza liczbg dni wedrowki, y — liczbe kilometrow przebytych kazdego dnia przez
turystg. Droge przebyta przez turyste opisujemy rownaniem x-y =112,

Turysta moze przeznaczy¢ na wedrowke o 3 dni wigeej, idac kazdego dnia o 12 km mniej,
wowczas zapisujemy rownanie: (x+3)-(y—12)=112.

x-y=112

Janisuiemy ukdad réwnats o,
apisujemy ukfad rownaf, np ix+3y(y_u):n2

Z pierwszego rOwnania wyznaczamy i wstawiamy do drugiego

(£+3j(y—12)=112

y

Rozwiazujemy rownanie (E + 3} (y—12)=112
y

Przeksztalcamy to réwnanie do réwnania kwadratowego, np. y* —12y —448 =0

A=144+1792 =1936 = 44

12-44

Y 3 =—16 sprzeczne zzat. y >0, y, = [2+44 =

2

28

Odp.: Turysta przechodzit dziennie 28 km.

Przydzial punktow za zadanie

Zdajacy otrzymywal 1 punkt za zapisanie zaleznosci migdzy przebyta droga, liczba dni
wedrowki oraz liczba kilometrow przebytych kazdego dnia przez turyst¢ w postaci rOwnania,
np.:

(x+3)-(y—12)=112 albo x-y =112.

Zdajacy otrzymywal 2 punkty za zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi x i y —
odpowiednio: liczba dni wedréwki 1 liczba kilometrow przebytych kazdego dnia przez turyste,

x-y=112
(x+3)-(y-12)=112
Zdajacy pokonal zasadnicze trudnosci zadania i otrzymywal 3 punkty za zapisanie

. ) . 112
rownania z jednag niewiadoma x lub y, np:  (x+3) (— - 12) =112  lub
x

(£+3](y—12)=112 lub x-(4x+12)=112 lub (%y—3j-y:112.
y

Zdajacy otrzymywal 5 punktow za obliczenie liczby kilometréw przebytych kazdego dnia

przez turystg: 28 km.
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Natomiast, gdy zdajacy rozwiazat rGwnanie z niewiadoma x bezbigdnie 1 nie obliczyt liczby
kilometrow przebytych kazdego dnia przez turystg¢ albo rozwiazal rownanie z niewiadoma x
lub y z bledem rachunkowym 1 konsekwentnie obliczyt liczbe kilometrow przebytych kazdego
dnia przez turystg, to otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.
Najczesciej zdajacy poprawnie zapisywali rownanie x-y =112 lub uktad réwnan

x-y=112

1 na tym konczyli rozwiazanie.
{(x+3)-(y—12):112

Za ten etap rozwiazania, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1(za zapisanie

tylko jednego z rownan) lub 2 punkty.

Stosunkowa czgsto pojawiaty si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy zapisywali (bez obliczen),
ze turysta wedrowat 4 dni 1 przebywat dziennie 28 kilometrow. Za takie rozwiazanie, zgodnie
ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Bledy w rozwiazaniu zadania pojawialy si¢ na réznych etapach.
Zdajacy, np.:
e blednie rozwiazywali rownanie kwadratowe y* —12y—448 =0, np. zamiast y, =—16,

v, =28 otrzymywali y, =-28, y, =16,

e blednie przeksztatcali rdéwnanie (£+3]( y-12)=112, np. zamiast
Y
112+3y—%—36 =112 zapisywali £+3-y—12 =112,
y Y

e zapisywali zalezno$¢ migdzy przebyta droga, liczba dni wedrowki oraz liczba
kilometrow przebytych kazdego dnia przez turyst¢ za pomoca réwnania, np.
x+y=112.

Zdarzalo sig, ze zdajacy blednie interpretowali tre§¢ zadania i porownywali wielkosci
roznych typoéw, np. zapisywali rOwnanie (x+3)( y—12) =112 albo réwnanie y—12=x+3,
informujac réwnoczesnie, ze x — oznacza liczbg kilometréw przebyta kazdego dnia, a y —
oznacza liczbe dni wedrowki.
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Zadanie 33. (4 pkt)
Punkty K, L 1 M sa $rodkami krawedzi BC, GH 1 AE sze$cianu ABCDEFGH o krawedzi
dhugosci 1 (zobacz rysunek). Oblicz pole trojkata KLM.

H L G
E : N
M r-.’: \\\\E ““
p s /C
K
A B

Sprawdzane umiejetnosci:
Wyznaczenie zwigzkow miarowych w sze$cianie (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoty
dla ogétu zdajacych LO LP LU T TU
0,28 — trudne 0,38 0,04 0,02 0,15 0,02

Przvkladowe poprawne sposoby rozwiazania:

2
Trojkat ABK jest trojkatem prostokatnym, zatem |AK |2 = (%) +1. Stad |AK |2 = %

1 2
Trojkat MAK jest trojkatem prostokatnym, zatem |MK|2:|MA|2+|AK|2:(EJ +%=%.
Analogicznie dla trojkatow MEL 1 LGK obliczamy kwadraty diugosci bokow ML 1 KL:
IML|" =|KL[ =%.

? wigc trojkat KLM jest rownoboczny.

3
\MK[ 3 >3
4

2 3
ad P2 35
& 4 8

Poniewaz |ML| =|KL[" =|MK

Zatem jego pole wyraza si¢ wzorem P =

Uwaga
Zdajacy nie musi oblicza¢ kwadratow dhugosci bokéw ML 1 KL. Wystarczy, ze korzystajac

z przystawania trojkatow MAK , MEL, LGK uzasadni rownos$¢ bokow: |ML| = |KL| = |MK |

Przydzial punktow za zadanie
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania polegalo na obliczeniu kwadratow dhlugosci

bokéw  trojkata  KLM: |ML|2=|KL|2=|MK|2=% lub  diugosei  jego

J6

2

bokow: |[ML| =|KL|=|MK|=
albo
obliczeniu kwadratu dtugosci odcinka, np. MK: |MK |2 =§ 1 zauwazeniu, ze trojkat KLM jest

réwnoboczny. Za ten etap rozwiazania, zgodnie ze schematem rozwiazania, zdajacy otrzymywat
3 punkty.
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Zdajacy otrzymywal 4 punkty za obliczenie pola trojkata KLM : P = %\/5 .

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.
Zdajacy nie mieli problemoéw z interpretacja tresci zadania. Na ogo6t zauwazali, ze trojkat KLM
jest rownoboczny (niewielu zdajacych uzasadniato, ze trojkat ten jest rdwnoboczny). Trudnosci
pojawiaty si¢ przy obliczaniu dtugo$ci bokow trojkata KLM lub pola tego trojkata.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy w rozwiazaniach zadania, to:
e bledne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa, np. przy wyznaczaniu dlugos$ci bokow

trojkata KLM. Zdajacy zamiast zapisu |MK |2 = |AK |2 +|AM |2 zapisywali, np. Ze
|MK|2 = |AM|2 —|AK 2, co w konsekwencji prowadzito do tego, ze |MK|2 <0.

e bledy przy obliczaniu pola trojkata KLM. Zdajacy zamiast  zapisu

HE
P=

2

4
Zastanawiajacy jest brak u sporej grupy zdajacych umiejgtnosci pierwiastkowania obu stron

J6 3
2.\/§:3f .—\/526\/5

albo P= 2
4

3 . .
= . zapisywali, np. ze P =

. . D : 1 . . : : 1
rownania, np. pojawiat sie zapis: a’ +Za2 =m", z ktérego zdajacy wnioskowat, ze m = a +Ea .

Pojawiaty si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy:

e stosowat btedne przyblizenia od poczatku rozwiazania, np. przy obliczaniu dtugosci MB;
z tego, ze |MB|2 =1,25 wnioskowal, ze |MB| =1,12.

e nie zauwazal, ze trojkat KLM jest rownoboczny 1 konsekwentnie liczyt dtugosci bokow
tego trojkata 1 wysokos¢,

e bilednie zakladal, ze odcinki MB, MH, KG sa dlugosci 1 i konsekwentnie obliczat
dhugosci bokow trojkata KLM albo biednie przyjmowal, ze rownej dtugosci sa odcinki
MHiML, LKiKG, MK i AK.
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ARKUSZ EGZAMINACYJNY - POZIOM ROZSZERZONY

Zadanie 1. (4 pkt)
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej & liczba k° —2k* + k* jest podzielna przez 36.

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie cech podzielnosci liczb catkowitych
(standard IIT — Uzycie i tworzenie strategii)

Wskaznik latwosci zadania dla ogotu Wskaznik fatwosci wedtug typu szkoly
zdajacych LO LP LU T
0,28 — trudne 0,30 0,00 0,09 0,29

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania:
Przeksztalcamy wyrazenie k° —2k* + k> do postaci iloczynowe;:

Kk 2k + D)=k (k1) =[(k-1)k(k+D) ]
Wykazujemy, ze dla kazdej liczby catkowitej k liczba (k —1)k(k +1) jest podzielna przez 6.

Wsrdd trzech kolejnych liczb catkowitych jest co najmniej jedna liczba parzysta i doktadnie
jedna liczba podzielna przez 3. Kwadrat iloczynu tych liczb jest podzielny przez 36. Zatem

liczba postaci k® —2k* +k* , gdzie k jest liczba calkowita, dzieli sie przez 36.

Przydzial punktow za zadanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania, polegalo na zapisaniu liczby »n°=k°-2k*+k> w jednej z
nastgpujacych postaci iloczynowych: &° (k2 —1)2 lub [k(/’c2 —1)]2, lub [k(k—l)(k +1)]2 , lub

k’ [(k — 1)(k + 1):|2 , lub (k3 — k)2 — zdajacy otrzymywat 1 punkt.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep, polegato na wykazaniu podzielnosci liczby n
przez 2 albo przez 36 — zdajacy otrzymywat 2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania polegato na wykazaniu podzielnosci liczby n
przez 2 i przez 3 albo stwierdzeniu, ze iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest
podzielny przez 6 — zdajacy otrzymywat 3 punkty.

Rozwigzanie pelne polegato na wyciagnieciu wniosku o podzielnosci liczby n® przez 36 —
zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych trudne, dla absolwentéw TU 1 LU bardzo trudne.
Prawie 7% maturzystow nie podjgto proby rozwiazania tego problemu, co potwierdza, ze
zadania typu ,,Wykaz...” budza obawy takze wsérdéd zdajacych matematyke na poziomie
rozszerzonym.

Uczniowie, ktorzy przystapili do rozwiazywania tego zadania, z reguty nie mieli problemu

z zapisaniem liczby k° —2k* +k> jako iloczynu kolejnych trzech liczb calkowitych
[k (k-1)(k+ 1)]2 . Trudno$ci pojawialy si¢ na etapie uzasadnienia, ze liczba k(k—1)(k+1)

jest podzielna przez 6.

Pojawialy si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy dowodzili, stosujac indukcje
matematyczna, i nie uzasadniali prawdziwos$ci tezy dla liczb catkowitych ujemnych. Za ten
etap rozwigzania, zgodnie ze schematem oceniania, zdajacy otrzymywali 1 punkt.

Czgsto popetnianym przez zdajacych btedem byto dowodzenie prawdziwosci twierdzenia
dla kilku wybranych liczb parzystych, nast¢pnie nieparzystych i wnioskowanie na tej
podstawie o prawdziwosci tezy dla wszystkich liczb catkowitych.
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Zadanie 2. (4 pkt)

Uzasadnij, ze jezeli a# b, a#c, b#c ia+b=2c,to + =2.
a-c b-c
Sprawdzane umiejetnosci
Przeksztalcenie réwnowazne wyrazenia wymiernego (standard — V Rozumowanie i
argumentacja).
Wskaznik latwoSci zadania dla ogétu Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
zdajacych LO LP LU T
0, 68 — umiarkowanie trudne 0,70 0,25 0,45 0,69

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Przeksztatlcamy tez¢ w sposdb rownowazny.

b
+
a—-c b-c
a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b—c), czyli ab—ac+ab—bc =2ab—2ac—2bc+2c”.
Stad otrzymujemy 2¢” —ac—bc =0, czyli ¢(2c—a—b)=0.

Mnozymy obie strony réwnosci =2 przez (a-c)(b-c), otrzymujac:

Taostatnia réwnos$¢ jest prawdziwa, bozzalozenia 2c —a —b =0. Zatem teza tez jest prawdziwa.

Przydzial punktow za rozwiazanie
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania, polegalo sprowadzeniu lewej strony réwnosci do wspdlnego
) ) a(b—c)+b(a—c) .
mianownika: =2 —zdajacy otrzymywat 1 punkt.
(a—c)(b—c)
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, polegalo na przeksztalceniu rownosci

a b
+

a-c b-c
2 punkty.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polegalo na wykonaniu dziatan i doprowadzeniu
réownosci do postaci np.: 2¢” —ac —bc =0 — zdajacy otrzymywat 3 punkty.

Rozwiazanie pelne polegalo na uzasadnieniu, ze c¢(2c—a—b)=0 i wnioskowaniu

. b 2 —zdajacy otrzymywat 4 punkty.
a-c b-c

=2 do postaci a(b—c)+b(a—c)=2(a—c)(b-c) — zdajacy otrzymywat

o prawdziwosci rownosci

Komentarz:
Zadanie okazalo sig¢ dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.
Niezaleznie od zastosowanej metody zadanie wymagato umiej¢tnosci wykorzystania zatozen do
przeksztalcenia wyrazenia wymiernego. Prawie 13 % zdajacych nie podjgto proby rozwiazania
tego zadania albo nie uzyskato w nim zadnego postepu, co zazwyczaj oznaczato, ze nie potrafili
oni sprowadzi¢ lewej strony rownosci do wspdlnego mianownika. Natomiast 50,82 %
zdajacych przeprowadzito poprawne rozumowanie, uzyskujac maksymalna ilos¢ punktow za
przedstawione rozwiazanie.
Zdajacy najczesciej stosowali I 1 II sposob rozwigzania zaprezentowany w Kryteriach oceniania
odpowiedzi, opublikowanych na stronie internetowej CKE. Sporadycznie pojawialy sig
rozwiazania, w ktorych zdajacy zauwazali, ze liczby a, ¢, b tworza ciag arytmetyczny. Pojawity
si¢ tez rozwiazania, w ktorych zdajacy wykazywali prawdziwos$¢ tezy dla ¢ =0, a nastgpnie
.. . . , . a b a+b
wykazywali, ze dla ¢ # 0 spetniona jest rownos¢ + = .
a-c b-c c

Zaskakujace bylo to, ze do najczesciej popetnianych bledow nalezaty te, ktore zwiazane byly
z elementarnymi umiej¢tnosciami (ksztatconymi juz na poziomie podstawowym), np.:

e niepoprawne przeksztalcania lewej strony réwnosci — sprowadzenie do wspolnego
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mianownika, np.

a b a+b a b a a b b 2-a-b
albo ——+ _

a—c+b—c:(a—c)(b—c) a—-c b-c Z c b c c

b I 1 2
+ =————=-=.

a-c b-c c c c

e Zdajacy, ktérzy pokonali zasadnicze trudnosci zadania i doprowadzili rownos¢ do
postaci 2¢*—ac—bc=0 czesto popeiali blad, dzielac obie strony rdéwnosci
przez c, bez zatozenia, co skutkowalo otrzymaniem 3 punktow z 4 mozliwych do
uzyskania za rozwigzanie tego zadania.

e niepoprawne skracanie utamkow, np.

Zadanie 3. (6 pkt)
Wyznacz wszystkie wartos$ci parametru m, dla ktérych réwnanie

x* —4mx—m’ +6m> +m—-2=0 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, Ze
(x, —x,)° <8(m+1).

Sprawdzane umiej¢tnosci
Rozwigzanie réwnania kwadratowego z parametrem z zastosowaniem wzorow Victe’a,
przeprowadzenie dyskusji 1 wyciagni¢cie wnioskow (standard IV —Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogo6tu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,50— umiarkowanie trudne 0,54 0,33 0,15 0,51

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:

Zapisujemy warunki, jakie musza by¢ spetnione, aby rownanie

x* —4mx—m’ +6m”> + m—2=0 posiadato dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,,x, takie, ze
(x,—x,)* <8(m+1):

{é:—oxz ) <8(m+1)

Rozwiazujemy nieréwno$¢ A >0: 16m> —4(—m’ +6m> +m—2)>0
m —2m’ —m+2>0
(m+1)(m—1)(m—2) >0, zatem m e (—1,1)u(2,+oo).

Rozwigzujemy nierdéwno$¢ (x, —x,)* < 8(m+1), korzystajac ze wzoréw Viéte’a.

X =2xx, +x; <8m+8

(x,+x,)" —4xx, <8m+8. Poniewaz x, +x, = 4m oraz x,-x, =—m’ +6m’ +m—2, wiec
(4m)’ —4(-m’ +6m> +m-2) <8m+38.

Przeksztalcamy tg nieréwno$¢ do postaci 4m’ —8m’ —12m <0, stad 4m(m—3)(m+1)<0.
Rozwiazaniem nierdwnosci jest m e (—o0,—1)U(0,3).

Wyznaczamy czg$¢ wsp6lng otrzymanych zbiordw rozwiazan nierownosci: m € (0, 1) ) (2, 3) .

Przydzial punktow za zadanie
Pierwszy etap rozwiazania polegal na rozwiazaniu nieréwnosci A>0: me(-1,1)U(2,+x). Za

poprawne rozwiazanie tego etapu zdajacy otrzymywat 1 punkt.

Drugi etap polegal na rozwiazaniu nieréwnosci (x, —x,)> <8(m+1). Za te czg$¢ rozwiazania
zdajacy otrzymywat 4 punkty.

# mm
m
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Trzeci etap polegatl na wyznaczeniu cz¢sci wspdlnej rozwiazan nierOwnosci z etapu pierwszego i
drugiego: m e(O,l)u(2,3). Za poprawne rozwiazanie trzeciego etapu zdajacy otrzymywal 1

punkt, gdy co najmniej jedna nierownos$¢ (albo z etapu I, albo zetapu II) byla rozwiazana
poprawnie.

Podziat punktéw za drugi etap rozwiazania:

1 punkt zdajacy otrzymywat za zapisanie wyrazenia (x, —x, )2 W postaci
A
(x, +x, )2 —4xx, lub —.
a

3 punkty zdajacy otrzymywal za zapisanie nierdwnosci (x,—x,)’ <8(m+1) w postaci

nieréwnosci trzeciego stopnia z jedna niewiadoma m, np. 4m’ —8m* —12m < 0.
4 punkty zdajacy otrzymywal za rozwiazanie nierOwnosci trzeciego  stopnia:
me (—oo,—l) u(0,3) .

Komentarz: Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych umiarkowanie trudne.

Jego celem bylo sprawdzenie, czy maturzysta potrafi zaplanowac i zbadac¢, kiedy rownanie
kwadratowe z parametrem ma pierwiastki spetniajace okreslone warunki. W schemacie oceniania
tego zadania opisano dwie metody rozwigzania rdznigce si¢ sposobem rozwigzywania
nierdwnosci (x, —x,)> <8(m+1). Zazwyczaj zdajacy przeksztalcali t¢ nierdwno$é, wykorzystujac
wzory Viete’a, ale pojawialy si¢ takze rozwiazania, w ktorych zdajacy wyznaczali pierwiastki

2

x,,x,, a nastepnic kwadrat ich roznicy(x, —x,) = (—2\/ m’=2m’ —m+ 2) i zapisywali
odpowiednia nierownos¢.
Tylko 26,13 % zdajacych rozwiazato to zadanie bezblednie, a 29,44% zadajacych nie przystapito
do rozwiazania tego zadania, badz nie potrafito dokonaé¢ w jego rozwiazaniu zadnego postgpu.
Mimo iz ten rodzaj zadan pojawiat si¢ juz w arkuszach egzaminacyjnych, niektorzy zdajacy nie
pamigtali o sprawdzeniu warunku, kiedy réwnanie kwadratowe ma dwa rézne rozwiazania. Wielu
zdajacych nie potrafito rozwiaza¢ nierownosci A >0, czyli rOwnania wielomianowego trzeciego
stopnia.
Jednak najwigcej bledéw maturzy$ci popetnili podczas doprowadzenia nieréwnosci
(x, —x,)* <8(m+1) do postaci nieréwnosci z jedna niewiadoma m. Niektorzy zdajacy:

e nie potrafili zastosowa¢ wzorow skrdoconego mnozenia, przeksztalcajac wyrazenie

2 2 2 2 2
()c1 —xz) , np. (x1 —xz) =X, —2xX, + X, =(x1 +x2) —2x,x,
e popemiali biedy podczas stosowania wzoréw Viete’a, np. x, +x,=——

—m’ +6m’ +m—2
2
e niepoprawnie rozwiazywali nieréwno$é 4m’ —8m” —12m <0, np. 4m (m2 —-2m— 3) <0

1x-x,=

4m<0im*-2m-3<0
me(-1,0)
e popetniali blgdy nieuwagi, np. x, +x, =4 1 btedy rachunkowe, np.

B 4m—2\/m3 —2m* —m+2 4m+2\/m3 -2m* —m+2 B

= > > =
Zaskakiwaly bledy zwiazane z wyznaczeniem czg$ci wspolnej rozwiazan nierdéwnosci z etapu

pierwszego i drugiego, np.: m € (—1,1)U(2,+0) i m e(—0,-1)U(0,3), czyli me(2,3).

dm

X =X

# 45 |
]
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Zadanie 4. (4 pkt)
Rozwiaz rownanie 2sin® x —2sin’ xcosx =1—cosx w przedziale (0,27).

Sprawdzane umiejetnosci
Rozwigzywanie rOwnania trygonometrycznego (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,42 — trudne 0,45 0,17 0,14 0,42

Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
Wylaczamy przed nawias 2sin’x: 2sin’ x(l —Cos x) =1-cosx 1 zapisujemy réwnanie

w postaci iloczynowej: 2sin’ x(I—cosx)—(1-cosx)=0, (2 sin” x — IXI —cosx)=0.
Zatem 2sin’ x—1=0 lub 1-cosx =0.

Stad otrzymujemy:
: V2 .
smx:—T sinx =— cosx=1
x=§7r lub x=ziz lub x=l7r lub x=iir lub x=0 lub x=2rx
4 4 4 4
Albo albo albo
x=225°lub x=315° x=45° lub x=135° x=0° lub x =360°

Zatem rozwiazaniami rownania 2sin” x —2sin” x cosx =1 —cosx sa:
x=0 lub x:lfr,lub x:iﬁ,lub xzéﬁ,lub xzzﬂ,lub x=2r
4 4 4 4

albo
x=0°lub x=45°,1lub x=135°, lub x=225°, lub x=315°, lub x=360°.

Przydzial punktow za rozwiazanie

Zdajacy otrzymywal 1 punkt, gdy zapisat rOwnanie w postaci, np.

2sin” x(1-cosx)=1-cosx lub 2sin® x(1—cosx)—(1—cosx)=0
lub (2sin2x—l)—cosx(2sin2x—l):0 lub (ZSinzx—IXI—cosx):O
lub 2cos’ x—2cos’ x—cosx+1=0 lub (2cos2 X - IXcosx ~-1)=0.

Zdajacy pokonal zasadnicze trudnos$ci zadania i otrzymywal 3 punkty, gdy rozwigzat
jedno z otrzymanych réwnan: 2sin’x—1=0 lub 2cos’x—1=0, lub 1-cosx=0.

Zdajacy otrzymywal 4 punkty, gdy zapisal wszystkie rozwigzania rOwnania w podanym
przedziale:
1 3 5

x=0,x=—m,x=—m,x=—1, x=Z7z, x=2r

4 4 4
albo

x=0°, x=45°, x=135°, x=225°, x=315°, x=360°.
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Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla zdajacych trudne.

Zdajacy na og6t poprawnie przeksztalcili rownanie 2sin” x —2sin’ xcosx =1—cosx do
postaci iloczynowe;j: (2 sin® x — IXI —cos x) =01lub (2 cos’ x — IXcos x— 1) =0.
W wielu wypadkach trudno$¢ sprawiato zdajacym rozwiazanie tych rownan i zapisanie

rozwigzan we wskazanym przedziale.
Najczesciej popelniane bledy przez zdajacych w rozwiazaniach tego zadania to:

o dzielenic obu stron réwnania 2sin’ x(1-cosx)=1-cosx przez 1-cosxbez

odpowiedniego zalozenia i rozwiazanie tylko rownania 2sin’ x—1=0 albo réwnania
2cos’x—1=0. Woéwczas zdajacy zgodnie z kryterium oceniania odpowiedzi
otrzymywat za cate rozwiazanie 1 punkt.

e nieuwzglednianie wszystkich rozwigzan réwnania 2sin’x—1=0 albo rdéwnania
2cos’x—1=0 i ograniczanie sie¢ do zapisywania tylko rozwiazan, np. réwnania

) 2 , ) 2
sinx = - albo rownaniacos x = -

. ., C 1
e podawanie rozwigzan w postaci ogélnej, np. x = Zﬂ +2kr, x=2krm,

e bledy rachunkowe zwiazane z doprowadzaniem do réwnania trzeciego stopnia
z niewiadoma cosx 1 wowczas szukanie pierwiastkow tego rdéwnania lub otrzymanie
takiej ich postaci, ktéra znacznie utrudniala lub uniemozliwiala kontynuowanie
rozwigzania.

Zadanie 5. (4 pkt)
O ciagu (x,) dla n>1 wiadomo, ze:

a) ciag (a, ) okreslony wzorem a, =3" dla n>1 jest geometryczny o ilorazie g =27.
b) x, +x, +...+x,=145.
Oblicz x, .

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zastosowanie wlasnosci ciagu geometrycznego, wzordw na n-ty wyraz tego ciagu i na sume »
wyrazow ciggu arytmetycznego (standard IV — Uzycie 1 tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik fatwosci wedtug typu szkotly
zdajacych LO LP LU T
0,45— trudne 0,48 0,08 0,18 0,45
Przykladowy poprawny zapis rozwiazania
, . . , ., a 3% _
Z wlasno$ci ciagu geometrycznego zapisujemy rownosé: g = a"—“ = ETH =35

Zatem 27 =3"""_Stad x,,, —x, =3 dla n>1.

Zauwazamy, ze jeSli dla dowolnej liczby naturalnej n: x,,, —x =3, to ciag (xn) jest

n+l
arytmetyczny o roznicy r =3.
Z wlasno$ci ciagu arytmetycznego zapisujemy uktad rownan
{xl +(x, +7) .+ (x, +9r) =145
r=3 .

Otrzymujemy rownanie z jedna niewiadoma: 10x, +135=145. Stad x, =1.

10x, +45r =145

r=3

Doprowadzamy uktad do postaci: {
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Przydzial punktow za rozwigzanie

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania, polegalo na wykorzystaniu wlasnosci ciagu geometrycznego
i zapisanie odpowiedniego rownania, np.: 27 =3""" — zdajacy otrzymywal 1 punkt.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, polegalo na zapisaniu zalezno$ci migdzy
dwoma kolejnymi wyrazami ciagu (x,): x,,, —x, =3 (wystarczy zapis, np. x,—x, =3) —

zdajacy otrzymywal 2 punkty.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania polegato na zapisaniu uktadu rownan
2x, +9r

9r) =145
{xl+(xl+r)+ +(x,+9r) b

-10=145 10x, +45r =145
; lub
=

=3 r=3

lub réwnania x, +(x, +3)+...+(x, +27) =145 iprzeksztalceniu do rownania w postaci,
np.: 10x, +135 =145 — zdajacy otrzymywat 3 punkty.

Rozwigzanie pelne polegato na obliczeniu x,: x, =1 —zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:

Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych trudne.

Zadanie to, w ktorym nalezato powiaza¢ ciag arytmetyczny z geometrycznym oraz rozwiazaé
proste réwnanie wyktadnicze, okazato si¢ dla zdajacych trudne. Do rozwiazania zadania
wystarczaty wiadomosci 1 umiejetnosci z zakresu podstawowego. Mozliwe, Ze sposob
zapisania ciagu (a,) za pomoca ciagu (x,) spowodowat, ze wielu zdajacych nie poradzito

sobie z jego rozwigzaniem.
Najcze$ciej powtarzajace si¢ biedy:
Zdajacy bardzo czgsto popetniali btedy rachunkowe. Zdarzaty si¢ przypadki niepoprawnych
przeksztalcen wyrazen algebraicznych.

Mimo ze zdajacy mogli w czasie egzaminu korzysta¢ z zestawu wybranych wzordw,
mylili ciag arytmetyczny z geometrycznym.

Zadanie 6. (4 pkt)
Podstawa AB trojkata roéwnoramiennego ABC ma dlugo$¢ 8 oraz ||] BAC|:30°. Oblicz

dhugos¢ srodkowej AD tego trojkata.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkoOw miarowych w figurach plaskich z zastosowaniem trygonometrii
(standard IV — Uzycie 1 tworzenie strategii).

Wskaznik latwos$ci zadania dla ogétu Wskaznik fatwosci wedtug typu szkoty

zdajacych LO LP LU T

0,54 — umiarkowanie trudne 0,57 0,33 0,26 0,56

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania
C

\ 30° .

E
Z tresci zadania wynika, ze |BD| = %|BC| 1 |D ABC| =30° oraz |BE| =4.

A
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Z trojkata prostokatnego BEC otrzymujemy: cos30° = —||l;c|| .
4 3 8 . 4
Z —_—=— BC|=—1 |BD|=—.
atem |BC| 5 Stad | C| 5 1 | | 5

Obliczamy |AD
|4D|" =|4B|" +|BD|" —~2|4B|:|BD|-cosl 4BD,

2

|4D|" =8 +(%} —2-8-%~§,

4D =64+ 20 32107
3 3

Stad |4D|= 4\@ = gx/ﬁ.

, stosujac twierdzenie cosinusow dla trojkata ABD.

Przydzial punktow za rozwiazanie

W schemacie oceniania uznano, ze zdajacy pokonal zasadnicze trudnosci zadania i
otrzymywat 3 punkty, jezeli zapisal poprawnie rownanie z jedna niewiadoma (dtugoscia
srodkowej 4D ), wynikajace albo z twierdzenia cosinuséw dla trojkatow ABD lub ADC
(trzy pierwsze sposoby rozwiazania) lub twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADF (czwarty
sposoOb rozwiazania).

Ostatni, czwarty punkt za rozwiazanie tego zadania, zdajacy otrzymywal oczywiscie za
doprowadzenie do konca poprawnych obliczen dlugosci §rodkowej AD .

2 punkty przyznawano za istotny postep w rozwigzaniu, za ktory uznano albo obliczenie
dlugo$ci ramienia trojkata ABC, albo potowy dhugosci tego ramienia, albo tez diugosci
odcinka DF (czwarty sposob rozwiazania).

1 punkt przyznawano za niewielki postep w rozwiazaniu, za ktéry uznano wprowadzenie
oznaczen i obliczenie wysokosci CE trojkata ABC lub dlugo$ci ramienia tego trdjkata, albo
tez zapisanie roéwnania z jedna niewiadoma, wynikajacego z twierdzenia cosinusow
zastosowanego w trojkacie, lub tez (jak w czwartym sposobie rozwiazania) obliczenie
dlugos$ci odcinka FB stanowiacego wysokos¢ trojkata rownobocznego o boku BD.

Komentarz:

Zadanie okazalo sig dla ogotu zdajacych umiarkowanie trudne.

Maturzysci, w wigkszosci, niezle poradzili sobie z ustaleniem zalezno$ci miedzy podanymi
w zadaniu informacjami. Wykazali si¢ przy tym umiejgtnoscia zaplanowania kolejnosci
wykonywanych obliczen oraz prawidlowym dobieraniem twierdzen z zakresu geometrii,
ktére byly potrzebne do rozwiazania problemu.

Wsrod btedow, ktére popehnili, na czolo wysuwaja si¢ biedy rachunkowe popeiniane
w trakcie obliczen (dzialania na utamkach zwyktych, dzialania na liczbach niewymiernych,
pierwiastkowanie wyrazen algebraicznych). Cze¢$¢ zdajacych miata klopoty z podaniem
warto$ci cos120°, przy czym klopoty dotyczyty nie tylko znaku tej liczby, ale tez stosowania
wzoru, na przyktad na cosinus sumy katow.

Wspomnie¢ jednak trzeba o dwoch powaznych btedach w pracach niektérych zdajacych.
Obydwa dotyczyly pojecia srodkowej trojkata. Cze$¢ zdajacych to pojecie utozsamita
z dwusieczna kata BAC, inni za$ Srodkowa AD utozsamili z wysokoscia tego trojkata
poprowadzona do ramienia BC. Byli tez 1 tacy, ktorzy blednie interpretowali pojgcie
srodkowej trojkata. U nich byl to odcinek taczacy wierzchotek 4 z punktem D — $rodkiem
cigzkosci trojkata ABC .
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Zadanie 7. (4 pkt)
Oblicz miare kata miedzy stycznymi do okregu x* + y*> +2x—2y—3=0 poprowadzonymi
przez punkt 4 =(2,0).

Sprawdzane umiej¢tnosci
Rozwiazanie zadania dotyczacego wzajemnego potozenia prostej i okrggu
(standard IV — Uzycie 1 tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogoétu Wskaznik tatwosci wedhug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,39 — trudne 0,42 0,00 0,14 0,40

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:

kiy

Wyznaczamy wspotrzedne srodka S 1 promien » tego okrggu: S = (—1, 1) , r= NER
Wykonujemy rysunek, na ktérym zaznaczamy okrag o srodku S = (—1,1) i promieniu r = V5
oraz punkt 4=(2,0).

|58/ =

4] = (-1-2)’ +(1-0)’ =10

52
\/_

sin|[) S4B| = stad [J S4B|=45° czyli [1 BAC| =90°.

Przydzial punktow Za rozwiazanie
Rozwiqzanie, w ktéorym jest istotny postep, polegaio na obliczeniu promienia okrggu:

|SB| J5 i obliczeniu dhugosci odcinka S4: |SA| — zdajacy otrzymywat 1 punkt..

NG

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polegato na obliczeniu sin|[| SAB|=7 lub

obliczeniu |AB| =5 (lub |AC | =5 ), lub zapisaniu |SA| = |SB| V2 - zdajacy otrzymywat
3 punkty.

Rozwiazanie pelne polegalo na obliczeniu miary kata BAC: |[| BAC | =90° lub zapisaniu, ze
kat BAC jest prosty — zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:

Zadanie sprawdzalo umiejgtno$¢ wykorzystania zalezno$ci pomig¢dzy okrggiem i prosta
do niego styczna na plaszczyznie kartezjanskiej. W schemacie oceniania podano cztery
sposoby rozwiazania. Pierwszy, parametryczny, rzadko stosowany przez maturzystow, polegat
na wykorzystaniu faktu, ze okrag i prosta do niego styczna przechodzaca przez punkt

A= (2, 0) maja doktadnie jeden punkt wspolny. Wystarczyto wigc zapisa¢, ze uktad rownan
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2 2
{x tyiA2x-2y=3=0 (gdzie a, to wspoOtczynnik kierunkowy prostej) ma doktadnie jedno
y=ax—-2a
rozwiazanie.
Maturzysta pokonal zasadnicze trudnosci, gdy doprowadzil uktad réwnan do rdwnania
kwadratowego z niewiadoma x i parametrem «a . Zazwyczaj rGwnanie to byto przez zdajacych
wyznaczone bezblednie. Poprawnie, rowniez zapisywali warunek rozwiazalnosci tego
rownania A =0. Zdarzaly si¢ bledy w wyznaczeniu A (delta) lub zdajacy nie poradzili sobie
z przeksztatlceniami po jej poprawnym wyznaczeniu i na tym etapie konczyli rozwiazanie
zadania.

Drugi sposob rozwiazania zawarty w schemacie oceniania byl najczgsciej stosowany
przez maturzystow. Polegat, na wykorzystaniu faktu, ze dlugos¢ promienia okregu jest rowna
odlegltosci $rodka okrggu od prostej stycznej do danego okregu. Zdajacy musiat zapisad
rébwnanie prostej przechodzacej przez punkt 4= (2, O) , a nastgpnie wyznaczy¢ odleglos¢ tej

prostej od $rodka podanego w zadaniu okrggu. Maturzysta pokonat zasadnicze trudnosci
|-3a-1|

Ja* +1

zdajacy popehiali btedy w przeksztatcaniu tej rownosci, po podniesieniu obustronnie do
(-3a-1)’
la+1]

zadania, gdy pordownat te dwie wielkosci, zapisujac rownosc J5 = . Najczesciej

kwadratu otrzymywali, np. 5=

Zdarzato si¢, ze zdajacy zle wyznaczyli wspotrzedne srodka okrggu lub biednie wyznaczyli
roOwnanie prostej stycznej do okrggu 1 nie potrafili obliczy¢ kata migdzy blednie
wyznaczonymi prostymi. Czgsto maturzysci po poprawnym wyznaczeniu rownan prostych
stycznych do okrggu dalej nie zauwazali, Ze proste te sa prostopadle.

Zadanie 8. (4 pkt)

Wsréd wszystkich graniastostupow prawidtowych sze$ciokatnych, w ktérych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 24, jest taki, ktéry ma najwigksze pole powierzchni boczne;.
Oblicz dhugos¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Znalezienie zwiazkdw miarowych w graniastostupie, wyznaczenie najwigkszej warto$ci
funkcji (standard 111 — Modelowanie matematyczne).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,55 — umiarkowanie trudne 0,59 0,42 0,25 0,55

Przykladowy poprawny zapis rozwigzania
Wprowadzamy oznaczenia: a — dtugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa,
h — dlugos$¢ krawedzi bocznej graniastostupa.
Z tego, ze suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego sze$ciokatnego
jest rowna 24, mamy 12a +6h =24 .

Wyznaczamy jedng ze zmiennych: h=4—-2a lub a=2 —g .

Pole P powierzchni bocznej jest towne P = 6ah dla a € (0,2) oraz h € (0,4).

Aby wyznaczy¢ dlugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa, ktérego pole powierzchni
bocznej jest najwigksze,
e zapisujemy funkcje P w zalezno$ci od zmiennej a
P(a)=6a(4-2a), P(a)=-12a’+24a.
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Pole P ma najwigksza wartos¢, gdy a =1.
albo
e zapisujemy funkcj¢ P w zalezno$ci od zmiennej /4
P(h)- 6;{2_@  P(h)=—31+12h.

Pole P ma najwigksza warto$¢, gdy h=2. Zatem a=1.

Przydzial punktow za rozwiazanie

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania, polegato na wprowadzeniu oznaczen i1 zapisaniu, ze 12a+6h =24 — zdajacy
otrzymywat 1 punkt.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, polegalo na zapisaniu pola P powierzchni
bocznej graniastostupa oraz wyznaczeniu a lub 42 w zaleznosci od jednej zmiennej, np.:

P =6ahoraz a=2 —g lub & =4-2a — zdajacy otrzymywat 2 punkty.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania polegato na zapisaniu pola powierzchni bocznej
w zaleznodci od jednej zmiennej.: P(a)=6a(4-2a) lub P(h)= 6h(2 —gj — zdajacy

otrzymywat 3 punkty.
Rozwigzanie pelne polegalo na obliczeniu dlugo$¢ krawedzi podstawy graniastostupa,
ktorego pole powierzchni bocznej jest najwigksze: a =1 — zdajacy otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:
Bledy wystgpowaly juz na etapie wprowadzenia oznaczen, maturzysci zapisywali, np.
12a+6h =24, ale przyjmowali, Zze pole powierzchni bocznej graniastostupa wyraza si¢
wzorem P=ah. 1 nic nie pisali o zalezno$ci migdzy polem jednej S$ciany a polem
powierzchni bocznej graniastostupa. Pojawialy si¢ tez biedy przy zapisaniu pola P
powierzchni bocznej graniastostupa w zalezno$ci od jednej zmiennej. Zdajacy nie potrafili
poprawnie przeksztalci¢ wyrazenia algebraicznego, popetniali btedy rachunkowe.

Zdajacy, ktorzy poprawnie zapisali pole jako funkcje zmiennej a lub 4 z reguly nie mieli
ktopotdéw z rozwigzaniem problemu optymalizacyjnego.

Zadanie 9. (4 pkt)
Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w zapisie ktéorych nie wystepuje zero, natomiast
wystepuja dwie dwojki 1 wystgpuja trzy trojki.

Sprawdzane umieje¢tnosci:
Wykorzystanie wzoré6w na liczbg permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow
w sytuacjach kombinatorycznych (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogoétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,19 — bardzo trudne 0,23 0,09 0,00 0,10

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:

8
Wybieramy miejsce dla dwojek. Jest (2 = 28 takich miejsc.

6
Wybieramy miejsce dla trojek. Jest (J =20 takich miejsc.

Na pozostatych trzech miejscach moga wystapi¢ cyfry: 1, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jest 7°ciagdéw
trojelementowych ze zbioru siedmioelementowego.
Zatem jest 28-20-7° =4°-5-7* =192080 liczb spetiajacych warunki zadania.
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Przydziat punktoéw za rozwiazanie:

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania, polegato na obliczeniu liczby miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢ dwojki,
albo obliczeniu liczby miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢ trjki, albo obliczeniu, na ile
sposobow mozna zapetic trzy pozostate miejsca — zdajacy otrzymywat 1 punkt.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania polegalo na obliczeniu obu wielkosci: liczby
miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢ dwojki 1 liczby miejsc, na ktorych moga znajdowac si¢
trojki — zdajacy otrzymywat 3 punkty.

Rozwigzanie pelne polegalo na obliczeniu liczby ciagdbw na pozostatych miejscach,
skorzystanie z reguly mnozenia i obliczenie, ze jest 192080 szukanych liczb i za to zdajacy
otrzymywat 4 punkty.

Komentarz:
Zadanie okazato si¢ dla ogétu zdajacych trudne.

Maturzysta pokonat zasadnicze trudnosci, gdy obliczyl liczb¢ miejsc, na ktérych moga
znajdowac si¢ dwojki i liczbg miejsc, na ktérych moga znajdowac sig trojki.

Zadanie rzadko bylo rozwiazane poprawnie, czgsto nie bylo w ogdle rozpoczgte. Wskaznik
tatwosci zadania wynidst 0,16, wigc zadanie byto bardzo trudne. O btednej interpretacji

zadania przez zdajacych $wiadcza zapisy, np. V> -V -V, lub C; -C; -7°,lub 7-6-5-8!

Wsrdéd rozwiazan maturzystow mozna bylo zauwazy¢ zapisy S$wiadczace o braku
8

umiejetnosci stosowania reguty mnozenia, np. (3}{2)4_ 7*. Czasami zdajacy przyjmowali,

ze w zapisie liczby o$miocyfrowej, dwojki 1 trojki znajduja si¢ w kolejnosci 22333..., co jest
oczywiscie bledna interpretacja zadania.

Rzadko zdarzaly si¢ rozwiazania, w ktérych zdajacy blednie zatozyl, ze pozostate cyfry ,,sa
rézne”, natomiast poprawnie obliczyt liczbe miejsc, na ktérych moga znajdowac si¢ dwojki

8) (6
1 trojki, zapisujac (2]-(3)7-6-5 .

Zazwyczaj zdajacy potrafili poprawnie obliczy¢ liczbe mozliwo$ci rozmieszczenia cyfr
innych niz dwdjka i trojka. Zdarzaly si¢ réwniez nietypowe poprawne rozwiazania tego
zadania. Zdajacy zalozyl, Ze na pierwszym miejscu liczby o$miocyfrowej znajduje si¢ dwojka

7)(6
i obliczyl, Zze pozostate cyfry moze rozmiesci¢ na (J-[3j-73 sposobow, nastgpnie zalozyl,
7ze na pierwszym miejscu znajduje si¢ trojka 1 obliczyl, ze takich przypadkéw jest

7Y\ (5
(2] . (2] -7 . Trzecia mozliwo$¢, to na pierwszym miejscu znajduje sig jedna z cyfr, ze zbioru

7Y\ (5
{1,4,5,...,9} iobliczyl, ze jest 7-(2]-(3)72 mozliwoéci ustawienia pozostatych cyfr. Suma

tych trzech przypadkow jest rozwigzaniem zadania.

Zadanie 10. (3 pkt)

Dany jest czworokat wypukly ABCD niebedacy réwnoleglobokiem. Punkty M, N sa
odpowiednio $rodkami bokow AB 1 CD. Punkty P, O sa odpowiednio $rodkami przekatnych
AC 1 BD. Uzasadnij, ze MQOUPN .

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkow miarowych w figurach ptaskich
(standard V — Rozumowanie i argumentacja).
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Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik fatwos$ci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,15 — bardzo trudne 0,17 0,00 0,04 0,17
Przykladowy poprawny zapis rozwiazania:
D N c
[
O
4
M
B

Poniewaz punkty N i P sa §rodkami bokow DC 1 AC trojkata ADC, wigc NPUAD .
Punkty M 1 Q sa srodkami bokow AB 1 DB tréjkata ABD, wiec MQUAD .
Zatem NPLIMQ.

Przydzial punktow za rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania, polegalo na zapisaniu, ze: NPUAD lub MQUAD - zdajacy otrzymywat

1 punkt.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania polegalo na zapisaniu i1 uzasadnieniu, ze
NPUAD oraz MQ[IAD — zdajacy otrzymywat 2 punkty.

Rozwigzanie pelne polegalo na zapisaniu wniosku, ze NPUMQ - zdajacy otrzymywat
3 punkt.

Komentarz:

Maturzysci rzadko podejmowali probg rozwigzania tego zadania.

Zadanie z planimetrii, sprawdzato, czy maturzysta potrafi przeprowadzi¢ proste
rozumowanie 1 je uzasadnic.

Nalezato, uzasadni¢, ze odcinki NP oraz MQ sa roéwnolegle. Zdajacy pokonat
zasadnicze trudnosci zadania, gdy zauwazyl, ze NP AD, poniewaz punkty N oraz P sa

srodkami odpowiednio bokéw DC oraz AC trojkata ADC 1 MQU AD, bo punkty M oraz Q sa

srodkami odpowiednio bokoéw AB oraz DB trojkata ABD. Zdajacy musiat uzasadni¢
réwnolegtos¢ tych odcinkdéw, powolujac sig¢ na twierdzenie dotyczace odcinkow laczacych
srodki dwoch bokow trojkata. Niestety, wigkszo$¢ zdajacych, ktorzy podejmowali probe
rozwigzania, nie znata tego twierdzenia, a jezeli znata, tonie potrafita go wykorzystac.
Najczesciej rownoleglos¢ odcinkow MQ 1 PN, maturzysci uzasadniali z podobienstwa
trojkatow: ABD 1 MBQ oraz ADC 1 NCP na podstawie cechy kkk. Oczywiscie rownolegtos¢
nie jest niezmiennikiem podobienstwa, wigc uzasadnienie byto biedne. Czeg$¢ zdajacych,
zaktadata, ze dwa boki tego czworokata sa réwnolegte, co bylo sprzeczne z tre$cia zadania.

Nieliczni maturzys$ci rozwiazali zadanie korzystajac, z rachunku wektorow. Wykorzystali
fakt, ze Fﬁz%]ﬁ oraz @:%Zﬁ, to ﬁV=M—Q Na podstawie rownosci wektorow

stwierdzali, ze odcinki PN oraz MQ sa rownolegte. ROwniez nietypowym rozwiazaniem byto
wykorzystanie metod geometrii na ptaszczyznie kartezjanskiej. Sposob rozwiazania byt
oczywiscie poprawny, lecz bardzo pracochtonny.
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Zadanie 11. (6 pkt)
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. W trojkacie
rownoramiennym ASC stosunek dlugosci podstawy do dlugosci ramienia jest réwny

|AC| : |AS | =6:5. Oblicz sinus kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.

Sprawdzane umiejetnosci
Znalezienie zwiazkoéw miarowych w ostrostupie (standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogétu Wskaznik tatwosci wedtug typu szkoty
zdajacych LO LP LU T
0,61 — umiarkowanie trudne 0,64 0,44 0,38 0,63

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:
N

A B

. : 1
Wprowadzamy oznaczenia: « = |D HMS|, |AC | =6x, |4S | =5x. Poniewaz |AH | :E|AC |
stad |AH| =3x.
V4 twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CHS otrzymujemy:

|SH]| =\/|CS|2 ~|HC[ =\/(5x)2 ~(3x)" =25x* —9x% = 4x.

N |4C]|
Poniewaz |BC| =1—1, stad |BC| -

V2

ﬁ
Nk
Zatem |CM| =%|BC| = I 6x _3x

ERGRN
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MCS' otrzymujemy | SM|2 _ | CS|2 _| CM|2 .
Stqd |SM|:\/25x2_2x2:\/50_9x2: ﬂxz’ \/ﬂ.x.
2 2 ) 2

sH| __4x 4242
lsM|” a1 a1 41

N
V2

SM|=

Zatem sin o =

Przydzial punktow za rozwigzanie:
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania, polegalo na wyznaczeniu |AH |:3x 1 |SH |:4x przy przyjetych

oznaczeniach, np.: o = |D HMS|, AC| =06x, AS| = |CS| =5x — zdajacy otrzymywat 1 punkt.
Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep, polegalo na wyznaczeniu dtugosci BC:
A€~ 6x 302

|BC|= lub |BC|=3xv2 i wyznaczeniu dhugosci CM: |CM|= lub

V2 2

2
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|CM | T zdajacy otrzymywat 3 punkty.
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania polegalo na wyznaczeniu dlugosci SM:
|SM | \/_ -x lub |SM | Q -x — zdajacy otrzymywat 4 punkty.

N:2

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe), zdajacy otrzymywat S punktow
Rozwigzanie pelne polegalo na wyznaczeniu sinusa kata nachylenia $ciany bocznej

do ptaszczyzny podstawy: sina = # — zdajacy otrzymywal 6 punktow.

Komentarz:
Przedostatnie, jedenaste zadanie w arkuszu, badato umiejetno$¢ zbudowania i zrealizowania
strategii rozwiazania do$¢ typowego problemu ze stereometrii. Zadania okazalo sig
umiarkowanie trudne dla ogoétu zdajacych — skuteczno$¢ zdajacych zmierzona wskaznikiem
tatwosci jest rowna 0,66 .
Zdajacy w wigkszosci poprawnie rozpoznali zalezno$ci pomigdzy informacjami podanymi
w tresci zadania, prawidlowo zaplanowali kolejno$¢ obliczen i dobrze dobrali potrzebne
definicje oraz twierdzenia.
W rozwiazaniach zdajacy najczesciej popetniali btedy rachunkowe, a poniewaz rozwiazanie
zadania sktadato si¢ z kilku etapéw, wigc btedy byly popetniane czasem kilkukrotnie. Btedy
te byly popelniane juz przy przeksztalcaniu podanego stosunku dtugosci odcinkéw, przy
wyznaczaniu dtugosci boku kwadratu z wzoru na przekatna kwadratu, podczas wykonywania
dzialan na wyrazeniach algebraicznych, w ktorych wspoiczynnikami byty liczby wymierne
oraz liczby niewymierne, a takze w koncowych obliczeniach sinusa podanego kata. Mozna
bylo takze zaobserwowal pewna beztroske przy stosowaniu rachunkow przyblizonych i
zamienne stosowanie znakoéw ,,=" oraz ,,~

Martwia bledy merytoryczne. Niemato bylo zdajacych, ktorzy przez kat nachylenia Sciany
bocznej do ptaszczyzny podstawy ostrostupa rozumieli kat nachylenia krawedzi bocznej do
ptaszczyzny podstawy. Obliczenia w tym przypadku mocno si¢ upraszczaja.
Nieco inny typ biedu popelniali ci zdajacy, ktorzy zamiast kwadratu ABCD rozwazali
kwadrat ABDC — oznaczali wierzchotki kwadratu, nie zachowujac ich kolejnosci. Skutek byt

taki, ze podany w tresci zadania stosunek |AC | : |AS | dotyczyl $ciany bocznej, a nie przekroju
ostrostupa, za$ obliczenia znacznie si¢ upraszczaja.

Trzeba wreszcie wspomnie¢ tez o grupie zdajacych, ktorzy nie poradzili sobie
Z poprawna interpretacja podanego w tresci zadania stosunku |AC |:|AS | Nie mozna
powiedzie¢, ze wykazali si¢ znajomos$cia strategii rozwiazania tego problemu, dlatego ze
obliczony przez nich sinus kata byt funkcja dwoch zmiennych, nie przyjmowalt zatem
wartosci liczbowe;.
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Zadanie 12. (3 pkt)
A, B sa zdarzeniami losowymi zawartymi w Q. Wykaz, ze jezeli P(4)=0,9 i P(B)=0,7,to

P(ANB")<0,3 (B'oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia B).

Sprawdzane umiejetnosci
Wykorzystanie wtasnosci prawdopodobienstwa do obliczania prawdopodobienstwa zdarzen
(standard IV — Uzycie i tworzenie strategii).

Wskaznik latwosci zadania dla ogo6tu Wskaznik fatwosci wedlug typu szkoly
zdajacych LO LP LU T
0,47 — trudne 0,49 0,33 0,32 0,48

Przvkladowy poprawny zapis rozwiazania:
Z faktu, ze AN B'c B' wynika, ze P(AmB') < P(B').

Poniewaz P(B)=0,7, wiec P(B')=0,3. Stad wynika, ze P(ANB')<P(B')=0,3.

Przydzial punktow za rozwiazanie:
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania, polegato na obliczeniu P(B'): P(B') =0,3 — zdajacy otrzymywat

1 punkt.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania polegalo na zapisaniu lub wykorzystaniu faktu,
ze AN B'c B'—zdajacy otrzymywat 2 punkty.

Rozwigzanie pelne polegalo na zapisaniu wniosku: P(AmB') <0,3— zdajacy otrzymywat

3 punkty.

Komentarz:
W wigkszo$ci prob rozwiazan tego zadania zdajacy uzyskiwali tylko 1 punkt za wyznaczenie
warto$ci P(B') =0,3. Dalsze etapy rozwiazan prowadzity do btednych lub nieuzasadnionych
wnioskow. Dostrzezenie faktu, ze AN B'Cc B' i1 wyciagnigcie wniosku dotyczacego
prawdopodobienstw tych zdarzen przekraczalo mozliwosci zdecydowanej wigkszos$ci
zdajacych, o czym $wiadczy wspdtczynnik tatwosci zadania.
Najcze$ciej powtarzajace si¢ bledy

e Najczesciej zdajacy wyznaczali najpierw  warto$¢ P(B') =0,3. Nastgpnie,

wykorzystujac wilasno$¢ dotyczaca prawdopodobienstwa sumy zdarzeh A4 1 B':
P(AUB')= P(4)+ P(B'")- P(4NB'), podstawiali wartosci dane w tresci zadania
iobliczali P(4UB')=12-P(ANB'). Korzystajac z wiasnosci 0< P(4)<1,
stwierdzali, ze P(4 N B')<0,2, a tym samym P(ANB")<0,3.
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5 Podsumowanie i wnioski

Wyniki egzaminu maturalnego §wiadcza o tym, ze zdajacy poprawnie rozwiazywali zadania
typowe, o malym stopniu zlozono$ci lub zadania podobne do tych, ktére wystgpowaly na
poprzednich egzaminach, wiacznie z egzaminem prébnym. W przypadku zadan nietypowych,
wymagajacych rozwiazywania problemow matematycznych ( standardy: IV — Uzycie
i tworzenie strategii oraz V — Rozumowanie i argumentacja), wigkszos¢ zdajacych miata
problemy juz na etapie analizy zadania.

Duzy procent opuszczen wystapit w zadaniach na dowodzenie.

Poziom podstawowy: zadanie 25. —25%, zadanie 28. —20%, zadanie 33. — 30%.
Poziom rozszerzony: zadanie 8. — 5%, zadanie 10. — 6% zadanie 12. — 4,5%.

W pracy dydaktycznej z uczniami nalezy zwrdci¢ uwage na ksztatcenie umiejetnosci
analizy warunkéw zadania 1 doboru optymalnych metod rozwiazywania probleméw
matematycznych. Nalezy pracowac nad tym, aby uczniowie dobrze rozumieli wprowadzane na
zajeciach definicje 1 twierdzenia oraz potrafili je interpretowac, takze geometrycznie. Utatwia
to budowanie modelu matematycznego, zwlaszcza w przypadku zadan praktycznych i zadan
z rachunku prawdopodobienstwa. Poziom merytoryczny odpowiedzi uczniow byt bardzo
zréznicowany. Obok rozwigzan $wiadczacych o wiedzy i1 umiejgtnosci samodzielnego
myslenia, zdarzaly si¢ odpowiedzi btedne i nielogiczne. Kolejny raz okazato sig, ze powaznym
mankamentem byta niedostateczna sprawnos$¢ w przeksztatcaniu wyrazen i blgdy rachunkowe.

Czesto zdajacy poprawnie analizowali warunki zadania, poprawnie zapisywali
réownania, ale bledy rachunkowe uniemozliwialy im rozwiazanie zadania lub prowadzily
do niepoprawnych rozwiazan.

Wprowadzenie obowiazkowego egzaminu maturalnego z matematyki poprzedzone
byto szeroka akcja informacyjna skierowana do uczniow i nauczycieli. Ukazaty si¢ migdzy
innymi dwa przyktadowe arkusze egzaminacyjne w Informatorze maturalnym, a kolejne byty
opublikowane na stronach internetowych CKE 1 OKE po probnych egzaminach maturalnych.
Analiza rozwigzan zadan otwartych na poziomie podstawowym wskazuje, iz nie wszyscy
maturzysci korzystali z przygotowanych dla nich materiatow pomocniczych.

W pracy dydaktycznej z uczniami przygotowujacymi si¢ do egzaminu maturalnego
w roku 2012 warto zwroci¢ uwage na ksztatcenie takich podstawowych umiejetnosci, jak:

— strategie rozwiazywania zadan zamknigtych,

— tworzenie prostych modeli matematycznych do zadan praktycznych,

— rozumienie pojec¢ (a nie opieranie si¢ w rozwigzaniu na znanych algorytmach),

— dobdr optymalnych sposobow (strategii) rozwiazania problemoéw matematycznych,

— argumentowanie i rozumowanie w prostych sytuacjach algebraicznych i geometrycznych,
— czytelne zapisywanie toku myslenia,

— sprawne postugiwanie si¢ Zestawem wybranych wzorow matematycznych.

Wazne jest, aby maturzysci uwaznie czytali 1 analizowali tre$¢ zadan, a nastgpnie udzielali
zwigzle] 1 precyzyjnej odpowiedzi, zgodnej z przedstawionym poleceniem. Uczniowie
przygotowujacy si¢ do egzaminu maturalnego z matematyki powinni korzysta¢ migdzy innymi
z materialu ¢wiczeniowego, jakim sa arkusze egzaminacyjne umieszczone na stronach
internetowych CKE 1 OKE, a przede wszystkim z Informatora maturalnego z matematyki od
2010 roku.
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